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Notacion

On: Ceo vector de dimension con todas sus entradas cero.

Onxn: Cero matriz de dimensiémx n con todas sus entradas cero.
In: Vector identidad de dimensidn con todas sus entradas uno.

Ih«xn: Matriz identidad de dimensidmx n con las entradas de la diagonal uno.

DPl: d-ésimo elemento del vecta.

¢’: Es la matriz transpuesta de

N: Conjunto de los numeros naturales.
Q: Conjunto de los niumeros racionales.
R": Espacio euclidiana-dimensional.

Z: Conjunto de los numeros enteros.

|IX|]: Norma euclidiana eRR".

V: “Paratodo”.
3. “Existe”.
| “Tal que”.

A: “y" (conjuncién).

V: “0” (disyuncién).

FL: Subindice para identificar la rueda frontal izquierda.
FR: Subindice para identificar la rueda frontal derecha.
RL: Subindice para identificar la rueda posterior izquierda.

RR: Subindice para identificar la rueda posterior derecha.

Fzij: Fuerza Vertical en éjj-ésimo punto de contacto suelo llanta, ¢pr {FL,FR,RL RR}.

XVII



Fsj: Fuerza lateral en el centro de la rueda.

Fxij, Frij: Fuerzalongitudinal, lateral en el punto de contacto de la rueda.

Fij: Fuerza de aceleracion/frenado en la rueda.

x: Vector de estados del sistema dinamico del vehiculo.

v: Vector de entradas de control del sistema dindmico del vehiculo.

w: Vector de entradas exdgenas del sistema dinamico del vehiculo.

y: Vector de salidas del sistema dinamico del vehiculo para propdsitos de control.
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fo.

RI: indice de Volcadura o Rollover Index.
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dwi,Owr Angulo en la rueda frontal izquieda, derecha.
g: Angulo de giro o Yaw.

X: Angulo de cabeceo p Pitch.

¢: Angulo de alabeo o Roll.

droad Angulo de peralte del camino.

Xroad Angulo de pendiente del camino.

ax,ay: Aceleracion longitudinal, lateral del COG.
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Resumen

En esta tesis se estudian los problemas de volcadura no lanzada, derrape lateral, asi como un
tipo de volcadura lanzada inducida por derrape lateral, bajo un enfoque de estabilidad robusta
entrada-salida que utiliza una representacién conmutada para la dinamica de un vehiculo de 4
ruedas. Se introduce un criterio de medicion del riesgo de derrape y de volcadura que se utiliza
como la salida del sistema conmutado para propdsitos de control. La conmutacion se obtiene en
funcion de la existencia del riesgo en la maniobra del conductor; si el riesgo es inminente se
aplican acciones de frenado y traccion/propulsion diferenciales para mitigar el riesgo, por lo que
el control no es invasivo.

El problema de control se formula como el disefio de acciones de frenado y aceleracién que ga-
ranticen que el vehiculo se encuentra en un régimen seguro de manejo. El objetivo de control se
complica por la presencia de incertidumbre de modelado en el sistema, la cual depende del tipo
de terreno, de la suspension, del tipo de llanta y del tipo de vehiculo entre los mas relevantes.
La ley de control que se acciona bajo riesgo inminente, se modifica con el uso de un sistema
predictivo de riesgo para mejorar el desempefio y se establecen las condiciones suficientes para
garantizar la estabilidad del sistema. En resumen, esta tesis se enfoca en el estudio de condicio-
nes de estabilidad y en el disefio de estrategias de conmutacién estabilizantes para los casos en
donde existe o no prediccion del riesgo de la maniobra.

Palabras claves:Mitigacion de riesgo de derrape lateral, mitigacion de riesgo de vuelco, sis-
temas conmutados, incertidumbre paramétrica, control robusto.
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Abstract

This Thesis studies the tripped rollover and lateral skid problems as well as a kind of non-
tripped rollover induced by lateral skid. The input-output robust stability of the system is esta-
blished using a piecewise linear description of the wheeled vehicle and the definition of a rollover
and skid indexes. The skid index is proposed based on the well-known friction ellipse along with
some considerations regarding vertical dynamics of the system. The rollover and skid risks are
evaluated continuously using measurements of vehicle’s side slip, yaw and roll angles and they
are used to define the switching criterion to guarantee the stability of the system. The proposed
control is not invasive since braking and traction/propulsion actions are only performed if an
imminent risk is detected.

The control problem is formulated as the synthesis of braking and accelerating actions that gua-
rantee stability in spite of model uncertainty, parameter variations, fast switching actions and
bounded control inputs. The model uncertainty arises from an imperfect description of the vehi-
cle dynamics, and estimation mismatches of the vehicle parameters depending on the type of
terrain, the type of tire, the vehicle suspension among others.

In order to further improve the performance of the control, predictive actions on drivers maneu-
vering is included using a first order linear model. The resulted predictive switched robust linear
controller proves to be sufficient to mitigate both rollover and skid and displays less conservative
control actions since the control is performed only if a risk is foreseen within a designer-fixed

time horizon.

Key words: Lateral skid mitigation, rollover mitigation, switched system, parametric uncer-
tainty, robust control.
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1. Introduccion

En esta seccion se establece la motivacion de esta Tesis, los problemas considerados y su rele-
vancia en la actualidad. Ademas, se realiza una revision bibliografica de trabajos relacionados
y se concluye con la descripcion de la estructura de la Tesis.

1.1. Antecedentes del problema de vuelco y derrape lateral

El uso de vehiculos como medio de transporte se ha vuelto indispensable en nuestra vida cotidia-
na; conservar la integridad de las personas durante este trayecto es un tema que dia a dia adquiere
mas relevancia y los mecanismos para preservarla gradualmente requieren ser mas sofisticados y
eficientes.

Es indudable que el disefio de controles automaticos ha sido un factor clave en la innovacion
tecnoldgica de estos mecanismos. Por medio del control automatico se pueden realizar labores
en una fraccién del tiempo que un humano requiere y con mayor precision, por lo que a un con-
trolador automatico se le delegan actividades que involucran riesgo, precision y rapidez en los
mas diversos escenarios, como en el caso de vehiculos motorizados.

Multiples mecanismos para la preservacion de la integridad de las personas son incorporados y

ofrecidos comercialmente como parte integral del vehiculo. Tales sistemas son evaluados experi-

mentalmente, incluso por las instancias gubernamentales competentes, proveyendo evidencia de
su eficacia. Los sistemas de control automatico usualmente son los encargados de la optimiza-

cion del consumo de combustible, de la reduccién de emisiones contaminantes, de los sistemas
de seguridad pasiva o0 activa, de confort o de conveniencia entre otros.

Un sistema de seguridad pasiva en un vehiculo motorizado es un mecanismo que busca la pro-
teccion de los ocupantes durante una colision, mientras un sistema de seguridad activa es un
mecanismo de prevencion de una colision. Por ejemplo, el cinturén de seguridad es un sistema
de seguridad pasivo y su uso por los ocupantes de cierto tipo de vehiculos es obligatorio en al-
gunos paises; el sistema de frenado antibloqueo (ABS) es un dispositivo de seguridad activa y su
implementacion en vehiculos nuevos es obligatoria en algunos paises como Estados Unidos.

Una buena relacién costo beneficio de un sistema de seguridad pasiva o activa es indispensable
para que su uso sea obligatorio o incluido en la produccién del vehiculo. Por ejemplo en E.U.A.
existen requisitos muy estrictos para que un dispositivo de seguridad activa sea obligatorio, estos
requisitos son esencialmente acerca de su relacion costo-beneficio. También en E.U.A., la Natio-
nal Highway Traffic Safety Administration (NHTSA) es una agencia dependiente del gobierno
encargada de promover los estandares y normas legislativas relacionadas al uso de vehiculos en



carreteras.

En la actualidad, existen dispositivos de seguridad activa basados en control automatico dis-
ponibles comercialmente en ciertos vehiculos bajo diferentes denominaciones dependiendo del
fabricante. Por ejemplo, el sistema de frenado antibloqueo (ABS), el control de estabilidad elec-

trénica (ESC), el sistema de control de traccion (TCS), el sistema de asistencia de velocidad

(ISA), entre otros.

Cada dispositivo de seguridad activa tiene una funcién especifica. Por ejemplo durante el frenado
de un vehiculo, puede ocurrir una pérdida de adherencia de las llantas con el suelo. En el trans-
curso del frenado, el ABS busca reducir la posibilidad de que exista una pérdida de adherencia
de las llantas con el suelo, inhibiendo el frenado de manera intermitente en la(s) rueda(s) que
rueden a una velocidad menor a la esperada. La pérdida de adherencia de alguna de las llantas
puede provocar que el conductor pierda el control del vehiculo y provocar un accidente.

Prevenir la volcadura es un tema de fundamental interés en esta Tesis. La volcadura es un tipo de
accidente en el que un vehiculo termina su movimiento instantes después de perder el contacto
de sus llantas con el suelo y es un problema muy serio en el area de transporte, ya que causa
un numero considerablemente mayor de heridas fatales que otros tipos de accidentes [1]. En la
literatura los términos “volcadura lanzada” y “volcadura no lanzada” se usan dependiendo si se
origina por la influencia del camino u obstaculos en el mismo o solamente por una maniobra mal
ejecutada, respectivamente. El derrape lateral es considerado una causa de volcadura lanzada;
sin embargo a pesar de ello el problema de derrape lateral ha sido poco estudiado de manera
conjunta con el de volcadura.

La funcion de prevenir el derrape lateral es también un tema de fundamental interés en esta Te-
sis. Con la finalidad de establecer lo que es un derrape lateral, considere los términos sobreviraje
y subviraje. Un sobreviraje se puede ver como el fendmeno de deslizamiento o derrape del eje
trasero que ocurre en un automovil al tratar de tomar una curva o cuando éste ya esta virando.
Un subviraje se produce cuando el vehiculo pierde adherencia o derrapa en el tren delantero de
un automovil al tratar de tomar una curva o cuando ya esta girando. En esta Tesis se estudia
el fendmeno de derrape por sobreviraje y por subviraje de manera conjunta y en lo que sigue
se utilizara derrape lateral para referirse a la pérdida de adherencia en un sobreviraje y/o en un
subviraje.

Los dispositivos de seguridad activa con la funcion especifica de mitigar la volcadura o vuelco
(Rollover) son poco comunes en vehiculos comerciales de 4 ruedas y se les encuentra en vehicu-
los de lujo con un alto costo de venta [2]. Por ejemplo la marca Mercedes Benz ofrece el sistema
de seguridad activa Adaptive ESP para algunos de sus vehiculos y presume mitigar la volcadura
y el derrape lateral. Ford anuncia el sistema de seguridad activa de mitigacion de derrape lateral
AdvanceTrac con la opcion antivuelco RSC para la Explorer y la Expedition Limited, se presu-
me que este sistema incrementa la proteccién contra volcadura. Chevrolet ofrece el sistema de
seguridad activa StabiliTrak sin embargo no se compromete a la mitigacion de la volcadura al
igual que otras marcas.

En contraste, existen una gran variedad de dispositivos de seguridad pasiva con la funcion espe-



cifica de aminorar los perjuicios a los ocupantes cuando®taixolcadura, como son bolsas de
aire, barras antivuelco, etc.

Por otro lado, se pueden encontrar en vehiculos convencionales dispositivos de seguridad activa
para evitar el derrape lateral conocidos como Control de Estabilidad, Programa de Estabilidad
Electronico, Estabilidad de Traccion, etc.; los dispositivos de seguridad activa para evitar el de-
rrape lateral son obligatorios en vehiculos nuevos que se comercializan en los Estados Unidos
de categoria turismo, vehiculo industrial ligero, autobus, vehiculo industrial mediano y pesado a
partir de noviembre de 2014.

Observaciéon 1.1 Es muy importante diferenciar a los sistemas de seguridad activa
que tienen la funcion de evitar el derrape lateral (ESC, ESP, etc.), de los sistem:
de seguridad activa que tienen la funcion de evitar la volcadura, ya que si bien sg
problemas intimamente relacionados, no son equivalentes . Como ejemplo, puede
ocurrir una volcadura sin que ocurra un derrape lateral y viceversa. En la SeC¢ién 6
se estudia la relacion que existe entre los problemas de volcadura y derrape lateral.

S5—
72}

El grupo de prevencion de accidentes (Crash Avoidance) de lBES&Hactualmente dirige in-
vestigacion y pruebas para examinar cuestiones referentes al riesgo de volcadura y hoy en dia
a pesar de repetidos esfuerzos por regular las especificaciones vehiculares respecto al riesgo de
vuelco, existen en el mercado vehiculos nuevos con una alta probabilidad de volcadura. En [3]
se presentan al publico consumidor valoraciones de diferentes tipos de riesgo en condiciones
controladas de vehiculos comerciales, entre estos riesgos el de volcadura, y existen vehiculos
de fabricacién reciente calificados como de alto riesgo de vuelco. Cabe mencionar que ninguna
de las instituciones mencionadas anteriormente cuenta con regulacién o evaluacion de riesgo de
derrape lateral.

1.1.1. La medicion del riesgo

En los méas de 5 millones de accidentes de vehiculos automotores en el afio 2012 en los Estados
Unidos, 2,362,000 personas resultaron con heridas. Por otro lado del nimero total de decesos en
accidentes automovilisticos, el 31% (6763 decesos) fueron por volcadura. Del total de volcadu-
ras, el 31% involucrd una SUV, el 26 % una pickup, el 15% una VAN, el 16 % automoviles y el
resto (12%) en vehiculos de otro tipd!([1]). En los més de 5 millones de accidentes de vehiculos
automotores en el afio 2007, las acciones correctivas intentadas por los conductores para evitar
la volcadura fueron el 69% fue sobre la direccion del vehiculo, el 22% no tuvo tiempo de reac-
cionar y solo el 9% intenté frenar ([4]).

La preocupacion por estas estadisticas ha sido considerable desde hace afios. Para ayudar a los
consumidores y en general a los pasajeros a evaluar la posibilidad de volcadura de su vehiculo,



la NHTSA de los Estados Unidos desarroll6 desde el afio 200@ieki o factor de estabilidad
estatica SSF (Static Stability Factor) que equivale aproximadamente a la relacion entre la mitad
del ancho del vehiculo contra su altura. Vehiculos con un bajo factor de estabilidad estética lo
tienen camionetas y camiones. Este indice fue cuestionado por la industria automotriz puesto
gue no considera la flexién de la suspension, la flexion de las llantas, ni el efecto de sistemas
electrénicos de seguridad activa, por lo que se buscan estrategias mas confiables para evaluar la
posibilidad de volcadural([5]).

Posteriormente el Congreso de los Estados Unidos solicita a la NHTSA que afada pruebas di-
namicas para aportar informacion suficiente al consumidor referente al riesgo de volcadura de
un vehiculo y aflade al SSF una serie de pruebas dinamicas, para luego presentar los resultados
al consumidor en forma de escala de una a cinco estrellas, donde un vehiculo con 5 estrellas
es el menos propenso al vuelco. Algunos vehiculos de hoy en dia no son mucho mejores en lo
gue respecta a la posibilidad o riesgo de volcadura, un ejemplo es el modelo 4Runner 2013 de
Toyota, con solo 3 de 5 estrellas en riesgo de volcadura.

En lo que respecta a la legislacion, el Consejo de Viceministros de Canada, responsable por la
seguridad en el transporte y carreteras, en el afio 2002 publicé un estandar de desempefio vehi-
cular para los integrantes del Tratado de Libre Comercio, donde se propone como medida del
riesgo de vuelco la razon de transferencia de carga (Load Transfer Ratio LTR), conocido en la
literatura también como indice de volcadura (Rollover Index RI). EI Rl es un valor que establece
gue tan cerca se encuentra un vehiculo de volcarse y puede ser interpretado como una medida
del desequilibrio entre las fuerzas verticales en los puntos de contacto de las llantas con el suelo,
tal como se puede ver en la siguiente definicidn [6]:

YFzL—YFzr
SFaL+3YFr

En la Ecuacion[(1]11)7,, Fzr son la suma de las fuerzas verticales en los puntos de contacto
suelo-llanta izquierdos y derechos respectivamente. Valorggldgor debajo de ®. son consi-
derados como seguros mientf&4| = 1 indica un riesgo inminente de vuelco. Bl puede ser
utilizado para describir el riesgo de vuelco en cualquier vehiculo de 4 ruedas ya que esta relacio-
nado con un balance de fuerzas.

RI=LTR= (1.1)

1.1.2. Mitigacion del riesgo

En la Ultima década se han presentado numerosos estudios y mecanismos de control para evitar
el vuelco o el derrape lateral de vehiculos. Existen estudios que proponen mecanismos simples

como una alarma, hasta sistemas complejos y costosos que involucran suspension activa, dife-
rencial activo y direccion eléctrica entre otros.

Desafortunadamente una alarma de tiempo para volcadura ([7]) por si sola no es suficiente para
mitigar el riesgo, ya que el tiempo de respuesta de un ser humano y su experiencia como conduc-
tor son factores decisivos. Los eventos y circunstancias que dan lugar a un accidente de volcadura



pueden ocurrir en fracciones de segundo y aunque la alarnedestizamente activada ante una
situacion de riesgo de vuelco, el tiempo de respuesta del conductor debe ser instantaneo para
intentar compensar o tomar una accion correctiva ante el riesgo. Aun mas, la accién correctiva
gue el conductor efectia puede no ser la mas adecuada para el propésito de mitigar el riesgo y
tal eleccion depende de su experiencia como conductor.

Debido a lo anterior es necesario establecer politicas de control activo donde usualmente se in-
volucra frenado diferencial y/o direccidn eléctrica y/o suspension activa entre otros para lograr
compensar efectivamente la inexperiencia del conductor ante una situacién de riesgo. Las pro-
puestas de sistemas de seguridad activa que involucran suspension activa para mitigar el vuelco,
resultan en un alto costo de implementacién en vehiculos que no disponen de la misma y los
vehiculos que la incorporan de fabrica son vehiculos de lujo, de alto costo y/o poco convencio-
nales. Por otro lado si el vehiculo dispone de suspension activa, el sistema anti-vuelco interferiria
de manera permanente con la funcién principal para la cual fue afiadida la suspension activa, por
ejemplo estabilidad lateral, confort, etc.

Vehiculos con diferencial activo son poco comunes y con tecnologia aun en desarrollo como
por ejemplo, vehiculos militares. La aplicacién de propuestas de seguridad activa antivuelco en
vehiculos convencionales de 4 ruedas resulta inconveniente como estrategia de control ya que
tienen un alto costo de implementacion por el desarrollo tecnologico requerido.

Por otro lado, los sistemas de direccion activa puramente eléctrica no han tenido gran aceptacion
entre los fabricantes de automotores y por la sociedad en general. A lo largo de los afios, son
poco aceptados estos sistemas debido a que fallas en sus componentes pueden imposibilitar al
conductor de manipular la direccién del vehiculo, por lo que no son una alternativa viable como
medio de control.

Por otro lado el frenado diferencial puede utilizarse en cualquier vehiculo que tenga frenos ABS
y constituyen una alternativa viable como sistema de seguridad activa anti-vuelco o anti-derrape
lateral. Esto es debido a que una gran parte del parque vehicular incorpora de fabrica el sistema
de frenado anti-bloqueo en las 4 ruedas, a diferencia de sistemas de suspension activa o dife-
rencial activo. La tecnologia ABS permite de manera relativamente sencilla realizar un frenado
diferencial a través de sus dispositivos de distribucion de frenado y su aplicacion se puede reali-
zar a un costo menor en comparacion con otras estrategias.

1.2. Antecedentes del problema de estabilizaciéon

Las descripciones matematicas existentes de un vehiculo de 4 ruedas incluyen parametros que no
son medibles de manera directa por medio de sensores 0 que pueden cambiar considerablemente
en diferentes escenarios; por ejemplo condiciones del camino, climaticas, situaciones de estrés
mecanico de la estructura del vehiculo, etc. A este desconocimiento de los valores de los parame-
tros se le conoce como incertidumbre paramétrica. La incertidumbre paramétrica puede tener un
efecto adverso en la estabilidad del sistemay en la complejidad de disefio del control. Se sabe que



si la variacion paramétrica es arbitrariamente grande erstansa lineal, no se puede decidir si

las soluciones del sistema estan acotddas [8]. Sin embargo, si la variaciébn paramétrica es acotada,
la teoria de control robusto nos da la posibilidad de asegurar el acotamiento de las trayectorias.
Debido a lo anterior el uso de controladores robustos es deseable en aplicaciones vehiculares;
ademas que los comportamientos altamente no lineales son dificiles de describir. Modelos no-
lineales exhaustivos no pueden ser utilizados para propésitos de control pues el problema se
vuelve matematicamente intratable. En su lugar se utilizan modelos no-lineales simplificados o
modelos lineales por pedazos para describir la dinamica del vehiculo y simplificar la sintesis del
control, asi como su estudio de estabilidad ([9]-[10]).

En particular un sistema de seguridad activa antivuelco y antiderrape lateral puede ser descrito
con una dinamica lineal por pedazos, también llamada hibrida o conmutada. En esta descripcion,
el modelo consta de un namero finito de aproximaciones lineales del sistema en ciertos puntos
de operacion. Para el caso de sistemas conmutados existen resultados relacionados con la estabi-
lidad robusta solo para determinadas estructuras de sistemas que no necesariamente concuerdan
con la descripcion de un vehiculo de 4 ruedas.

1.3. Estado del conocimiento

En secciones anteriores se establecié en que consiste el problema de volcadura. Con el fin de
introducir la revision bibliografica acerca de los problemas de mitigacion de volcadura y derrape
lateral, a continuacién se mencionan trabajos relevantes que lidian con la deteccién del riesgo de
volcadura y/o derrape lateral.

Como se menciond en secciones anteriores, se ha propuesto el llamado tiempo para volcadura,
es decir un tiempo estimado en el cual se prevé la volcadura dada la dinAmica previa y actual del
vehiculo. La estimacién del tiempo para volcadura utiliza un modelo simplificado de 4 grados
de libertad que es validado con simulaciones de software ArcSim. ArcSim es un programa de
simulacion desarrollado en el Centro de Investigacion Vehicular de la Universidad de Michigan,

y se considera que ArcSim puede predecir la aceleracion lateral y el angulo de alabeo del chasis
con precision suficiente. Dado que el modelo cambia cuando ocurre un levantamiento del eje de
alguna llanta, en las simulaciones de este trabajo solo se utiliza el modelo previo al levantamiento
de cualquier eje.

En [11] se calcula un umbral de aceleracién lateral del chasis y se realiza un analisis basado en
frecuencia para mostrar el efecto en el riesgo de vuelco, de la rigidez de torsién del chasis y de la
resistencia de rodamiento. Sin embargo este umbral es un célculo estatico en el que se desprecia
el efecto dinamico de la suspension y de las llantas.

En [12] se examinan los efectos en el riesgo de vuelco de algunos parametros de disefio de la sus-
pension incluyendo efectos de desplazamiento del centro de gravedad, efectos de levantamientos
por baches o topes y fuerzas giroscopicas entre otros. EEn [13] también se examinan diferentes

factores de riesgo de vuelco como variaciones en la carga (masa) del vehiculo.



En [14] se proponen dos criterios de deteccion del riesgo dieeldanzado estimados a partir

de la energia cinética rotacional y la energia cinética inicial. El efecto de la suspension, caracte-
risticas de la llanta, entre otros factores no son considerados. [En [15] se desarrolla un indicador
de vuelco para vehiculos todo terreno que incluye condiciones de pérdida de adherencia de las
ruedas con el suelo. En [16] se realiza una evaluacion experimental de una descripcion simple
del riesgo de volcadura basado en un modelo lineal sin suspension y se obtiene una estimacion
a futuro del riesgo. En [17] los autores presentan una estrategia de deteccion simultanea de vol-
caduras lanzadas y no lanzadas que puede ser implementada de manera sencilla en un circuito
electrénico con el uso de acelerometros. Ademas presentan un analisis de similaridad dinamica
de un vehiculo a escala con uno de dimensiones reales con base en el Teorema de BLﬂ;kingham
en la que basan su experimentacion con un vehiculo a escala, ilustrando buenos resultados. Poste-
riormente en[18] los mismos autores presentan un observador no lineal para la misma estrategia
de deteccion de vuelco. En [19], los autores presentan una estimacion del riesgo de volcadura
gue considera el efecto de la suspension y la deformacion lateral de la llanta como un desplaza-
miento del centro de gravedad.

Indudablemente estos antecedentes son parte fundamental de investigaciones recientes respecto
a la estimacion del riesgo de volcadura. Sin embargo, solamente la deteccion de un riesgo de
vuelco, no es suficiente para mitigar la volcadura. Aln si se detectara el riesgo, los eventos y cir-
cunstancias que dan lugar a un accidente de volcadura pueden ocurrir en fracciones de segundo
y el tiempo de respuesta de un ser humano asi como su experiencia como conductor son factores
decisivos para lograr evitar el accidente.

Por otro lado, se han adoptado sistemas de seguridad activa de estabilidad lateral en vehiculos
comerciales, inclusive obligatoriamente en paises como Australia. Ejemplos de estos tipos de sis-
temas de seguridad activa son el Control de Estabilidad Electronico (ESC), el Programa Electro-
nico de Estabilidad (ESP), entre otros. Actualmente nuevas técnicas siguen siendo desarrolladas
para asegurar que el derrape lateral se evite a todo momento por medio de la implementacién de
algun sistema de seguridad activa.

Ademas de lo anterior no existen trabajos relacionados con la estimacién del riesgo de derrape
lateral, el cual como se menciond anteriormente puede ser causa de una volcadura lanzada. El
problema conjunto de derrape lateral y volcadura ha sido poco estudiado a pesar de ser proble-
mas intimamente relacionados, ver por ejemplo [15], [20],[21],[22] ¥ [23]. Esto es, si se realiza
una maniobra agresiva en el volante de un vehiculo a alta velocidad, éste tiende a derrapar y/o
volcarse (en cualquier orden de sucesos) dependiendo de diversos factores como: caracteristicas
del vehiculo, del camino, de las llantas, etc.

Considere la ilustracién mostrada en la Fidura 1.1. Si las fuerzas laterales que son ejercidas en
el chasis del vehiculo son de cierta magnitud y direccion pueden lograr que el chasis gire (ala-
beo) hasta levantar las ruedas de un costado, como en la ilustracion izquierda de la Higura 1.1

1El teorema establece que dada una relacion fisica expresable mediante una ecuacion en la que estan involucradas
n magnitudes fisicas o variables, y si dichas variables se expresan en términcentidades fisicas dimensio-
nalmente independientes, entonces la ecuacion original puede escribirse equivalentemente como una ecuacion
con una serie de— k nimeros adimensionales construidos con las variables originales.



Figura 1.1.: Escenarios de riesgo por una considerabledleteral.

o que se deslice lateralmente sobre el camino como en la ilustracion derecha de la Figura 1.1 o
una combinacion de ambas. Las circunstancias y factores que determinan si el chasis gira o se
desliza lateralmente son muy diversos y podemos destacar la altura del centro de gravedad, el
coeficiente de friccion suelo-llantas, el tipo de llanta y la capacidad de amortiguamiento de la
suspension, entre los factores mas importantes que afectan el escenario de riesgo. En la Seccién
se estudia la relacién que existe entre los problemas de volcadura y derrape lateral.

El derrape lateral de un vehiculo es un fendbmeno definido en la literatura como la pérdida de
adherencia de alguna de las ruedas del vehiculo con el suelo, ver por ejemplo [24}, 425]

Sin embargo la pérdida de adhesién o adherencia de todas las ruedas mientras el vehiculo se
desplaza lateralmente ha sido poco estudiada y aun menos se ha estudiado su relacion con el
problema de volcadura de manera explicita. El fendmeno de pérdida de adhesion o adherencia
mientras el vehiculo se desplaza lateralmente sera entendido como derrape lateral, y en esta Tesis
se estudia su relacién con el problema de volcadura. A continuacion se presenta una revision de
algunos de los trabajos mas relevantes que versan sobre mitigacion de volcaduray derrape lateral.

1.3.1. Estrategias que utilizan diversos actuadores de control

Retomando el estudio de [16], en este se propone la estimacion a futuro del indice de volcaduray
su mitigacion utilizando la técnica de control predictivo basado en modelo. La propuesta utiliza
un diferencial activo como actuador y muestra con simulaciones su efectividad.

En [26] se propone un algoritmo de control que esta constituido por un supervisor, el cual le
da las referencias a los controladores que actian sobre una suspension activa y un actuador de
frenado diferencial. El control del frenado diferencial es de tipo cascada con dos niveles: supe-
rior e inferior que funcionan por medio de optimizacion. Aunque en el articulo se muestra con
simulaciones que el controlador es efectivo tal estrategia hace uso de suspension activa la cual
no siempre estéa disponible en un vehiculo de produccién en serie.

En [27], se propone un controlador predictivo el cual asume que la direccion de las llantas puede
preverse mediante el uso de un sistema de posicionamiento global (GPS) y que existe un sistema



de direccionamiento automatico anticolision de las ruddasautores proponen un controlador

lineal cuadratico (LQR) dependiente de la aceleracion lateral, la velocidad del angulo de alabeo
y del error de una trayectoria de referencia, para obtener un comportamiento deseado del chasis
del vehiculo.

En [2€], se establece una analogia con el problema de estabilizacién del péndulo mdévil, la cual
es usada para derivar un control basado en una técnica llamada “energy shaping” que consiste
en regular la energia potencial del sistema a un punto fijo inestable. Los autores utilizan simu-
laciones numéricas para mostrar el efecto de la friccion y propiedades de la suspensién en el
levantamiento de las ruedas, sin embargo la distribucién de las fuerzas de frenado no queda clara
y utilizan una Unica descripcion lineal.

En [29] se propone un estimador de orden alto de modos deslizantes para determinar parametros
relevantes, y utiliza un controlador de modos deslizantes para obtener un comando de direccion.

El mecanismo de direccion en este trabajo es accionado eléctricamente y el comando es adicio-
nado al comando proporcionado por el chofer.

En [30] se propone reducir la magnitud transitoria del indice de volcadura utilizando suspension
activa. Se proponen dos modos de operacion con diferente rigidez de la suspension, y la estabili-
dad del sistema conmutado es asegurada en presencia de incertidumbre paramétrica del actuador
por medio de un regulador cuadratico.

1.3.2. Enfoques robustos con frenado diferencial

A continuacién se realiza una revision bibliografica acerca de controladores robustos y otras es-
trategias de control anti-vuelco reportados en las que se usa frenado diferencial para mitigar la
volcadura o el derrape lateral.

En [31] se propone una estrategia de control robusta ante incertidumbre paramétrica que se apli-
ca en todo momento, obtenida a partir de una descripcion lineal del vehiculo que incluye la
dinamica de la suspension. En|[32] se propone un controlador robusto basado en desigualdades
lineales matriciales (LMI’s), sin embargo no queda clara la construccion de las LMI’s, ni para
gue valores de incertidumbre el andlisis es valido. Eh [33] se presenta una estrategia de control
adaptable donde técnicas de minimos cuadrados y filtrado de Kalman son utilizadas para estimar
la altura del centro de gravedad. Enl[34] se propone una estrategia de control predictiva basada
en la estimacion a futuro d&ll, sin embargo la accion de control es aplicada en todo momento
interfiriendo con los comandos del conductor.

1.3.3. Estrategias de control predictivo basado en modelo

Con los recientes avances tecnolégicos en la electrénica y en los sistemas computacionales, el
aumento en la capacidad de procesamiento de informacidn ha permitido que el control predictivo

basado en modelo sea una opcion relevante en términos de implementacién experimental. Pro-
blemas de control no-lineal complicados pueden ser resueltos en una fraccién de segundo bajo



ciertas condiciones. En la literatura se ha reportado el egéahicas de optimizacidén en tiem-

po real, o de control predictivo basado en modelo para disminuir el riesgo de vuelco o derrape
lateral. Por ejemplo en [35] se presenta un esquema de control predictivo basado en un modelo
lineal (MPC) que considera el efecto de la conmutacion y utiliza frenado diferencial y direccion
en las ruedas traseras como medio de control. Sin embargo en este escenario poco convencional
la incertidumbre paramétrica no es considerada de manera explicita, al igual que en [36] donde
se propone una estrategia basada en control predictivo basado en modelo no lineal (NMPC); en
[36] se hace una analogia de la dinamica del vehiculo con el modelo de un péndulo invertido con
el fin de disefiar el control que puede ser implementado en tiempo real. Aunque no se demuestra
gue el controlador sea robusto, toma en cuenta no-linealidades del sistema. Otro interesante tra-
bajo es el de[[37] en el que la incertidumbre paramétrica no es considerada de manera explicita.
Adicionalmente, una desventaja de las técnicas de control predictivo basado en modelo es que
requieren de la optimizacion de una entrada de control mientras que se asegura que uno o varios
objetivos de control se cumplan, y por tanto requieren de un alto nivel de procesamiento nume-
rico lo cual eleva el costo de produccion.

De la revision bibliografica realizada es posible observar que el caso de control de sistemas con-
mutados bajo acciones de control predictivo basado en modelo con incertidumbre paramétrica
ha sido poco estudiado, véer [3€], [39] entre otros.

1.3.4. Estrategias de control en vehiculos comerciales

Debido a la gran cantidad de fatalidades relacionadas con la volcadura, a partir del afio 1997, la
NHTSA creé el “Programa para la Investigacion de la Volcadura en Vehiculos” para determinar
las causas del fendmeno; aunado a ello, las constantes criticas a vehiculos con evidentes fallas de
disefio[[40] que los hacen propensos a una volcadura, obligaron a los fabricantes de automotores
a considerar la mitigacion del fenédmeno de volcadura en sus nuevos disefios.

Marcas como Volvo, Mercedes Benz, Jeep, Volkswagen entre otras, ofrecen dispositivos de asis-
tencia a la conduccién para ciertos vehiculos. Por ejemplo, Mercedes Benz ofrece el “Control
de Estabilidad Adaptable” (ADAPTIVE ESP) para sus vehiculos deportivos utilitarios (SUV) de
lujo. Estos dispositivos son disefiados para evitar un derrape lateral pero los fabricantes promo-
cionan la funcionalidad adicional de mitigar la volcadura.

Debido a que los dispositivos como el “Control de Estabilidad Adaptable” son dispositivos co-
merciales, muy probablemente en proceso de ser patentados, su funcionamiento en detalle no
es divulgado, de manera que no sera posible realizar una comparacién de su desempefio con el
obtenido por la propuesta en esta Tesis.

Desde un punto de vista comercial, la adquisicién de un vehiculo que integra un dispositivo co-
mo el “Control de Estabilidad Adaptable” esta al alcance de una poblacion con poder adquisitivo
muy alto, dejando de lado al grueso del parque vehicular que se vende en el mundo. En esta
Tesis se propone un dispositivo de seguridad activa que puede ser implementado en vehiculos de
4 ruedas que cuentan con frenado antibloqueo (ABS) disponible (incluso obligatorio en algunos
paises) en un alto porcentaje de vehiculos ofrecidos comercialmente. Ademas se propone una es-
trategia de control que mitiga tanto el derrape lateral como la volcadura de manera integral para
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vehiculos de 4 ruedas, independientemente del proposidogbaudl fueron disefiados (carga,
transporte de personal, familiar, etc.)

1.4. Motivacion

En la actualidad las estrategias de control robusto y basado en modelo constituyen un tema de
interés para la comunidad académica e industrial debido a que pueden ser aplicados a una gran
variedad de sistemas dinamicos con muy buenos resultados.

Por otro lado, la versatilidad de las representaciones conmutadas y en particular de las lineales
por pedazos permiten resolver problemas que en su forma no-lineal resultan intratables. Ademas
permiten representar cambios radicales en la estructura del sistema dinamico y disefiar acciones
automaticas que aseguren que el objetivo de control se cumple a pesar de estos cambios.

En la literatura podemos encontrar estudios relacionados con la obtencion de controladores aco-
tados que aseguren gque la salida de un sistema lineal se encuentra acotada por un valor requerido,
a pesar de la existencia de incertidumbre paramétrica. Sin embargo de la revision bibliografica
dada en secciones previas es posible concluir que para el caso de mitigaciéon de riesgo de vol-
cadura y derrape lateral en forma conjunta: no existen resultados previos relacionados con la
medicion del riesgo de derrape lateral, no existe un modelo de vehiculo capaz de reproducir un
indicador de volcadura y derrape lateral de forma conjunta, no existen resultados previos rela-
cionados con la obtencion de controles robustos con retroalimentacion de salida para modelos
lineales por pedazos que representan la dinamica del vehiculo, ni tampoco se han presentado re-
sultados de estabilidad en un escenario que anticipa el riesgo para efectuar la conmutacion entre
las descripciones lineales.

La estructura de control propuesta en esta Tesis busca permitir la evolucién en lazo abierto mien-
tras no exista riesgo de vuelco o derrape lateral. Si el conductor ejecuta una maniobra perturba
al sistema en lazo abierto. Si la magnitud de la perturbacion es suficientemente grande, la norma
del estado puede crecer a un valor tal que un riesgo sea inminente. En esta Tesis se busca pre-
decir el comportamiento del conductor para evaluar si la norma del estado crecera de tal forma
gue existira un riesgo inminente. En tal caso se busca conmutar a un modo en lazo cerrado cuya
accion de control provoca una mitigacion del riesgo, incluso ante incertidumbre paramétrica.

El disefio de tal controlador predictivo robusto ante incertidumbre paramétrica y conmutado, asi
como el andlisis de acotamiento de la salida, es por tanto relevante en aplicaciones vehiculares
para mitigar el riesgo de volcadura y derrape lateral ya que podrian dotar de flexibilidad a los
controladores de manera que s6lo se interferiria con las acciones del conductor cuando existiera
riesgo. Lo anterior constituye el objetivo de esta Tesis como se expresa a continuacion.

1.5. Objetivos

El objetivo de esta Tesis es el de disefar controladores que seran aplicados de manera predictiva
para la mitigacion del riesgo de volcadura y derrape lateral en vehiculos de 4 ruedas que admiten
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una descripcion lineal por pedazos. En particular se patg@réna descripcion politépica del
modelo conmutado para establecer robustez ante incertidumbres y perturbaciones dadas por las
acciones de conduccion del chofer y se usara la prediccion de estas acciones para mejorar el
desempenio. Esto es, los objetivos especificos son los siguientes:

1. Establecer criterios para la deteccion de riesgo de volcadura no lanzada, riesgo de derrape
lateral y consecuentemente riesgo de volcadura lanzada por derrape lateral en vehiculos de
4 ruedas.

2. Determinar un modelo conmutado para vehiculos de 4 ruedas capaz de reproducir el riesgo
de volcadura y derrape lateral.

3. Proponer y estudiar algoritmos para la deteccion y mitigacion automatica del riesgo de
volcadura y derrape lateral con base en controladores lineales con retroalimentaciéon de
salida que sean robustos ante incertidumbre paramétrica.

4. Estudiar la estabilidad del sistema dinamico conmutado ante perturbaciones exdgenas da-
das por los comandos del conductor.

5. Proponer leyes de conmutacion predictivas para evitar volcadura y derrape lateral en vehicu-
los que admiten una descripcion lineal por pedazos politépica.

1.6. Aportaciones

En esta Tesis se propone un esquema de mitigacion de riesgo de volcadura y derrape lateral que
tiene un criterio de conmutacion predictivo. La conmutacion sucede cuando el comportamiento
en lazo abierto (sin interferir con el conductor) indica un riesgo predicho a un horizonte de tiem-
po. El esquema propuesto presenta las siguientes ventajas respecto al control predictivo basado
en modelo, control robusto con enfoquks y otros enfoques:

1. Se considera de manera explicita la incertidumbre paramétrica en intervalos de variacion
para el disefio del control.

2. Se analiza de manera explicita el efecto de la conmutacion.
3. Suimplementacién no requiere una gran capacidad de procesamiento.
Las aportaciones realizadas como producto de esta Tesis son las siguientes:

1. El estudio de una deteccion predictiva del riesgo de volcadura en vehiculos de 4 ruedas
[41].

2. El disefio de controladores que seran aplicados de manera predictiva del comportamiento
del chofer, para la mitigacion del riesgo de volcadura en vehiculos de 4 ruedas representa-
dos por modelos politépicos por pedazos [42].
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3.

4.

1.7.

El estudio de una estrategia de prediccion de riesgo dadwda y derrape lateral (de
manera conjunta) en vehiculos de cuatro ruedas. [43].

El disefio de controladores para la mitigacion del riesgo de volcadura y derrape lateral en
vehiculos de 4 ruedas, basados en una descripcion politdpica por pedazos y cuya estrategia
de conmutacion es predictiva [43].

Organizacion

Esta Tesis esta organizada como sigue:

Capituld2. Preliminares. En esta seccion se revisan alg@fiascibnes y resultados pre-
vios que se utilizan en la Tesis.

Capituld 8. Control con retroalimentacion de salida parars@sdineales politopicos. En
este capitulo se establece un algoritmo para la obtencion de un controlador dependiente de
la salida del sistema conmutado que es robusto ante incertidumbre paramétrica.

Capitulo[4. Estabilidad de sistemas conmutados con leyesrdautacion predictivas.

En este capitulo se establecen las ventajas de una ley de conmutacion predictiva de la
perturbacion exdégena, ademas se analizan las condiciones para la estabilidad y acotamiento
de la salida del sistema conmutado incierto, bajo la accién de una perturbacién exégena.

Capitulo[5. Modelo dinamico de un vehiculo de 4 ruedas. En egtituto se obtiene la
descripcion matematica para el caso particular de vehiculos de 4 ruedas.

Capituld 6. Deteccion integral del riesgo de volcadura y gerfateral. En este capitulo se
obtiene la descripcion matematica para la efectiva deteccion del riesgo de vuelco y derrape
lateral.

Capituld Y. Ejemplo de estudio. En este capitulo se preseuniaefio de un controlador
predictivo, conmutado y robusto que es capaz de mitigar el riesgo de vuelco y derrape
lateral de manera conjunta para un vehiculo convencional de 4 ruedas.

Capituld 8. Conclusiones. En este capitulo se presentan alganalusiones.
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2. Preliminares

En este capitulo se presentan las diferentes nociones que seran usadas a lo largo de este do-
cumento y se introducen la descripciones de sistemas conmutados y sistemas politépicos conmu-
tados. Ademas se revisa el estado del arte sobre estabilidad de sistemas conmutados politépicos
sobre el cual se derivaran parte de las aportaciones de esta Tesis.

2.1. Descripcion de sistemas politopicos conmutados

Con el fin de derivar los resultados de esta Tesis a continuacion se hace una descripcion de los
sistemas conmutados y de sus particularidades.

2.1.1. Sistemas conmutados

Para poder establecer lo que es un sistema dinamico conmutado, es necesario conocer una clase
de sistemas mas generales conocidos como sistemas hibridos. Un sistema hibrido es un sistema
dinamico que es descrito por la interaccion entre una dinamica continua y una dinamica discreta
[44]. Un sistema dinamico conmutado es una clase de sistema hibrido que consta de dos niveles
de abstraccién, donde un nivel de abstraccion es gobernado por un conjunto de modos descritos
por ecuaciones diferenciales que evolucionan en el espacio Euclicidimeensional y el otro

nivel de abstraccion es un coordinador que orquesta la conmutacion entre modos llamado ley de
conmutacién y cuya dinamica evoluciona en un conjunto finito de nimeros naturales [44]. Un
sistema dindmico conmutado admite estados continuos de un espacio vectorial.

La conmutacion en los sistemas dinamicos conmutados puede depender de los estados, del tiem-
po o de una combinacion de los anteriores, de manera que podemos clasificarlas como sigue
[45]:

1. Conmutacion dependiente del estado y/o de la salida, en la que en cada region de ope-
racion existe un subsistema dinamico. El evento de conmutacion es funcién del estado o
de parte de éste y tiene el objetivo de cambiar el subsistema o modo activo.

2. Conmutacioén dependiente del tiempo, en el que la conmutacion es determinada por fun-
ciones dependientes Unicamente del tiempo. Ejemplos de este tipo de conmutacién son
las sefiales de conmutacion (funciones continuas por pedazos dependientes del tiempo)
y secuencias de conmutacion (pares ordenados de tiempo de conmutacion y subsistema
activo).
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3. Conmutacién dependiente del tiempo y del estado y/o de la salida. Se trata de eventos
de conmutacién que combinan las cualidades de las dos anteriores.

Observacion 2.1 El tipo de conmutaciones arriba descritas son las que se encuenH
tran en la literatura; sin embargo en esta Tesis se propone una ley de conmutacio
que depende del estado/salida y de las perturbaciones a las cuéles es sometido,
sistema y ademéas de manera predictiva. Esto es, hasta donde el autor de la Tesis
conoce, este trabajo representa una incursion en el uso de leyes de conmutacio
dependientes de las perturbaciones con accién predictiva. La derivacion de la
condiciones de estabilidad bajo estas leyes se presenta en el Capitulo 4.

©
S

Por otro lado, a los sistemas dinamicos conmutados que paeseambios instantaneos del es-
tado al momento de la conmutacion se les conoce compalsivos. En otras palabras, a los

sistemas cuya condicidn inicial de la dinamica del modo activo no es equivalente al estado in-

mediato en el modo anterior, se les conoce compulsivos. Los sistemas dinamidagpulsivos

no son el objeto de estudio de esta Tesis y en lo que sigue se considera solo a los sistemas no

impulsivos.

Un sistema conmutado puede presentar diversos comportamientos dependiendo del criterio de

conmutacion usado [45] como por ejemplo:

1. Comportamiento zenones un fenébmeno idealizado en el que los tiempos de conmuta-

cion tienen un punto de acumulacion finito. Esto es, el sistema conmuta entre regiones
de operacion secuencialmente en un tiempo de conmutacion cada vez menor hasta desva-
necerse, la suma de estos tiempos tiende al punto de acumulacién sin llegar a igualarlo

necesariamente, de manera que hay un nimero infinito de conmutaciones.

2. Modos deslizantegs un fendmeno que puede entenderse como conmutacion infinitamen-

te rapida que no se desvanece. Desde el punto de vista de sistemas conmutados, un modo

deslizante puede ser interpretado carhattering. Un comportamiento de modo deslizante
puede generar un comportamiento completamente distinto al de cada subsistema.

3. Conmutacién con histéresies un modo deslizante en el cudl la conmutacion no sucede
hasta que un minimo intervalo de tiempo transcurre. Con el fin de explicar la conmutacion

con histéresis, considere la Figlral2.1 a, donde se encuentran dos regiones de operacion

separados por una superficie de conmutaSigue se encuentra entre las regioBeg S.
Suponga que se construyen dos nuevas regiongsy, como se muestra en la Figura (2.1
b), que se traslapan o sobreponen y existe una region cOnNQ; NQ,, de manera que

el criterio de conmutacion depende de la direccion en la cual se aproxime la trayectoria al

conjunto. Si la trayectoria proviene @g, conserva el comportamiento indicado p&a
hasta que llega a la frontera €, donde toma el comportamiento @g; mientras que si
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Figura 2.1.: a. Regiones de operacion sin histéresis. b. Regamoperacion con histéresis

viene deQ,, conserva el comportamiento @ hasta que llega a la frontera g donde
toma el comportamiento de;.

En particular en esta Tesis estamos interesados en la estabilidad de sistemas hibridos bajo con-
mutacion dependiente de una salida/estado y de las perturbaciones, evitando comportamientos
tipo zenony modos deslizantes; estos comportamientos de conmutacién no son deseables por

dos razones principalmente:

1. Los actuadores que se encargan de transformar los comandos de un controlador en una
accioén de control requieren cierto tiempo para activarse o desactivarse debido a su cons-
truccion y limitaciones fisicas.

2. La conmutacion aunque no sea infinitamente rapida pero si incesante, puede provocar el
desgaste prematuro de los actuadores y otros componentes mecanicos involucrados.

Considere la siguiente descripcion de sistemas conmutados dada por:

= Una familia de subsistemas o mododescritos a partir de funciones y campos vectoriales
como sigue

) (2.1)

y=h(x(t)) (2.2)

) (2.3)

dondex € R", es el vector de estado del sistema R™ es la entrada de contrai; ¢ R/
es un vector que representa las perturbaciones ex6gead®; y z € RY son salidas del
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sistemacom:R"—R", b :R"xR - RIVZ e Gyg:RIxR' - G={1,2,..,M} donde

M el nimero maximo de modos de conmutacion. Las funciones vectoviglew(t) se
consideran continuas por pedazos, los campos vectofiases continuos y al menos una
vez diferenciabledy;, h son funciones vectoriales que se consideran continuas. La version
lineal del Sistemd (211)-(2.4) esta dada por:

X = A\ (t)X+ Byi (t)V-+ By () w (2.5)
y =Cx (2.6)

z=Di(t)x+E(t)w (2.7)
i=g(zw) (2.8)

dondeA;(t) € R™M, Byj(t) € R™™ By,i(t) € R™, C € R™M, Dj(t) € R", E(t) € RY!
para cada € G = {1,2,..,M} dondeM es el mismo nimero méaximo de modos de con-
mutacion. Ademag: RY x R' — G = {1,2,..,M}. El sistemal(Z]5)5(218) sera llamado no
perturbado si se cumple que= O:

X = Ai()X+Byi(t)v (2.9)
y =CX (2.10)
z=Dj(t)x+E(t)w (2.11)
i=g(zw) (2.12)

El sistemal(25)E(2]8) sera llamado nominal cuando las matrices y vectores asociados
(Ai(t),By,(t),Bwi(t),Di(t),Ei(t)) se calculan con los parametros nominales:

X = Aix+ Byjv+ Byjiw (2.13)
y =CX (2.14)

z=Dix+Ew (2.15)
i=g(zw) (2.16)

En los Capitulokl3yl4 se usara la saldzara fines de retroalimentacion continualdel(2.6),
mientras que se utilizara para definir los eventos de conmutacion tal como se establece

en (2.8).

= Una ley de conmutacién que determina el subsistema que esta activo en cada instante
de tiempo, por medio de una funcion escgaR® x R — G = {1,2,...M}. La dinamica
representada pa@y(-,-) es también llamada supervisor y determina un y sélo un valor para
cada instante de tiempo. §jz,w) = con{ € G, se dice qué es el modo o subsistema
activo del Sistema (2.1)-(2.4). 8{z,w) =i coni € G, se dice quees el modo o subsistema
activo del Sistema (2.5)-(2.8).

Observe que dada la descripcidon anterior de la ley de conmutacion, ésta especifica a su vez a lo
largo del tiempo, una secuencia de conmutadgp,) que representa la sucesion ordenada de
los modos activos en el intervalo de tiempnts)

S[to,ts) = {(i07t0)7 (i17t1)7 XE (iSvtS)} (2.17)
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dondetp <t; < ... < ts. A cadat. € {to, ...,ts} se le llama instante de conmutacion éga G.

Observacion 2.2 En la literatura [[44]] también se suele definir urley de con-
mutacion 3 como un mapeo d&? x [0,0) — U, tr)={ Sucesiones ordenadas de
modos de conmutacighen el intervaldftp,ts) } la cual asigna a cada conjunto de
argumentos una secuencia de conmutagioA su vez, una secuencia de conmuta-
cion determina de manera Unica usafial de conmutaciomlescrita como sigue:

io tE[tota)
i1 te [tl,tz)

i(t) = (2.18)

ie tE[te,ts), etz tr_1)

2.1.2. Sistemas politdpicos

En la teoria de Control y Sistemas Dinamicos es de particular interés el estudio de sistemas
dindmicos que pueden ser representados por medio de modelos lineales, debido a que pueden
representar la dinAmica de un gran nimero de sistemas. Ademas tienen la ventaja de que existen
muchas herramientas para el andlisis y el control de este tipo de sistemas. Sin embargo, existen
algunos fendmenos fisicos que requieren de la descripcion no lineal para poder reflejar su com-
plejidad. Tales modelos no lineales pueden resultar matematicamente muy complicados para el
propésito de disefar controladores estabilizantes; por lo que, cominmente se prefiere el uso de
multiples modelos lineales que proporcionan una respuesta dindmica suficientemente aproxima-
da alano lineal.

La obtencion de modelos lineales a partir de una descripcion no lineal se obtiene por medio de
lo que se conoce como linealizacion. Para ilustrar este proceso de linealizacion, considere el
sistema dinamico no lineal perturbado par

x=F(x,v,w) (2.19)

donde la dependencia en tiempo de los argumentéssieomiten por legibilidad € R", es el

vector de estado del sistenvaz R™ es la entrada de controlyc R' es un vector que representa

las perturbaciones exdgenas. Cuando no es posible el estudio de la estabilidad o la sintesis de
leyes de control estabilizantes para el sistema no liheall(2.19), puede realizarse el proceso de
linealizacion. La linealizacion dé (2.119) consiste en obtener un modelo lineal perturbado que
sirve como una aproximacion de su dinamica en valores cercanos a cierto punto de operacion
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(X,V,W) [46]. La linealizacion d€ (2.19) en el punto de opera¢ii, W) se obtiene como sigue:

x=F(xv,w)~FR(Xxvw) = F(XV,W)

N oF (X, v,w) - (W— W) (2.20)

ow V=V

W=W

= Ax+Bw+Byw (2.21)

dondeA € R™" B, ¢ R"™*My B, € R™.

Por otro lado, en la literatura se pueden encontrar tres clases importantes de sistemas lineales
perturbados, los cuales se presentan a continuacioén y que constituyen diferentes aproximaciones
lineales de modelos mas complejos. En las siguientes descripciones, nuevarmétites el

vector de estado del sistenvas R™ es una entrada de contrale R' es un vector que representa

las perturbaciones¥ representa parametros exégenos que pueden cambiar en el tiempo.

= Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI), descatosspacio de estados a través
de la ecuacion:

X = AX+ Byw+ Byw (2.22)

= Sistemas Lineales Variantes en el Tiempo (LTV), cuya desiciipen variables de estado
esté definida a través de la dependencia explicita del tiempo de las mattic8s(t), Bw(t),
es decir:

x=At)x+ By(t)v+ Bu(t)w (2.23)

» Sistemas Lineales con Parametros Variantes (LPV) son sistdimamicos cuya descrip-
cion en variables de estado esta definida a través de la dependencia explicita de las entradas
de las matrices en funcion de un vector de paramétro®R®, es decir:

X = A (t))X+ By(9(t))V+ Bu(9(t))w (2.24)

dondeA, A(t),A((t)) € R™M, By, By(t),By(3(t)) € R™My By, By(t),Bu(9(t)) € R™!.

En los sistemas LPV, usualmente se caracterizan las variaciones asociadas a los parametros con
cotas sobre su magnitud y velocidad de variacion, es decir:

9l < 9l(t) < 5 (2.25)

9, < $l(t) < 5,° (2.26)
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vt >0,Vs € {1,...,6}. Ademasd usualmente denota los valores®ig) que satisfacer (2.25),
y D denota las trayectorias @t) que satisfaceh (Z.26).

Observacion 2.3En esta Tesis se ha elegido una descripcion de sistemas LPY
para caracterizar la variacion de los parametros. Esto debido a la flexibilidad
que brinda esta descripcién en el analisis de estabilidad (ver Cagitulo 3) y a qu
existen una gran cantidad de resultados para este tipo de sistemas dinamicos.

[en)

Con el fin de representar la incertidumbre paramétrica de temsisdinamico lineal en la forma
de un sistema LPV y en particular a la clase de sistemas LPV conocida como sistemas politopi-
cos, es necesario introducir los siguientes conceptos sobre matrices politopicas. En particular,

Definicion 2.1.[47] El conjunto

=1

O= {e(t) S

i ell(t) = 1,801 (t) > o} (2.27)

es llamado simplejo dondees llamado el nimero de vértice®y! es el j-ésimo elemento del
vectoro.

Definicion 2.2.[47] La matriz At) € R"*" es llamada politpica si

b

At) = {A(G) S

=1

Alllglilt) = A 6lil(t) > o} (2.28)

Con la finalidad de ilustrar la obtencion de la representacion politdpica de una matriz con entra-
das variantes en tiempo, considere dgl{e) € R3*3 es una matriz que depende de los parametros

inciertos 0< ap(t) € [ap,ap), 0 < bp(t) € [bp, bp] de la siguiente manera:

ap(t)  1/ap(t) 1 Ap1(t) At) 1
at)=| 1  byt)/apt) 1 - 1 4pt) 1 (2.29)
1 0 1/3(t) 1 0 Asat)
entonces se tiene que
Aa=ap<An(t) <ap=7a (2.30)
Ap=1/ap < An2(t) = As3(t) < 1/ap = Ap (2.31)
A = bp/ap < Ap(t) <bp/ap = A (2.32)

Debido a que se tienen 3 entradas inciertas (notejy@) = 433(t)), el nimero de vértices
) Gs(t) ce(t) Gr(t) cs(t) ] que

21



cumple con:

8
@8<1C<t><11[87'Z\Ci =1 (2.33)

donde« denota la desigualdad por element@®y e Ig denotan vectores de dimension 8 con
entradas cero y uno respectivamente, entog@gsiempre es un elemento del simpléjo (2.27) en
dimensioén 8. La matriZ(t) puede escribirse entonces como politdpica de la siguiente manera:

Aa A 1 Aa A 1
at) = at)| 1 A 1 |+qt)| 1 4 1
1 0 % 1 0 A
Ja A 1 2 A 1
+ @l 1 A 1 |+at)| 1 A 1
1 0 A4 1 0 A4
(A2 A 1] [ A2 A 1]
+ )| 1 4 1 |+¢t)| 1 4 1
1 0 A | 1 0 A |
(A2 A 1] [ A2 A 1]
+ )] 1 A 1 |+6t)| 1 A 1 | =A()).
1 0 4 | 1 0 4 |

Aa A 1
A(Q1) = 1 4 1
1 0

donde4(¢gy1) es un vértice de la matriz politépica. Cuargo= [ 01 00O0O00O0 O] se
obtiene el segundo vértice, es detir,,) es un segundo vértice. De manera analoga se obtienen
los vértices restantes.

Con las Definicionds 2.27y 2.28 es posible hacer una descripcion lineal politopica para el sistema
dinamico de las Ecuacionés (2.5), (2.8) como sigue:

% = A(B(t))X+ By(8(t))V+ By(8(t) )W (2.34)

z=D(6(t))x+ E(8(t))w (2.35)

En la literatura se pueden encontrar resultados acerca de la estabilidad de sistemas politdpicos cu-
ya tasa de variacion paramétrica se desconoce, es decir no se tiene certeza de que la desigualdad
(2.26) se cumpla o se desconocen sus cotas. A continuacion presentamos un resultado relevante
gue se encuentra en la literatura respecto a la estabilizabilidad de sistemas politdpicos con tasa
de variacion paramétrica arbitraria, su obtencion se puede encontrar en la respectiva referencia.
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Proposicion 2.1.[48] La estabilizabilidad cuadratica del sistenia3d) con wt) = 0 para toda
familia de trayectoriagD valuadas er®, es equivalente a la existencia de una matriz B—1 ¢
RN simétrica, definida positiva y una matrizYKQ con v= Kx que satisfacen:

QAN + AllQ+ B +Y'BI <0,j=1,...,0. (2.36)

dondé€ denota la transposicion.

2.1.3. Sistemas politopicos conmutados

En la literatura se pueden encontrar resultados acerca de la estabilidad de sistemas conmutados
bajo conmutacion arbitraria, inclusive para sistemas no-lineale448]g[44]); sin embargo la
inclusion de incertidumbre paramétrica representa dificultades adicionales en el analisis de siste-
mas conmutados. En el caso de un sistema de seguridad activa vehicular, las limitaciones fisicas
gue imponen el tipo de vehiculo, el tipo de llanta, el tipo de camino, etc. y sus posibles cambios
durante la evolucion dinamica, son aspectos que deben considerarse en el disefio de un contro-
lador para la mitigacion de riesgo de vuelco y derrape. En esta Tesis se considera incertidumbre
paramétrica para tomar en cuenta las condiciones cambiantes del entorno. Dado que una sola
descripcion lineal no es suficiente para describir el comportamiento no lineal en el dominio de
operacion, es necesario usar una descripcion lineal por pedazos que tome en cuenta incertidum-
bre paramétrica.

Un modelo lineal puede obtenerse como una aproximacion en cierto punto de operacién, cuando
la dinamica representada por las Ecuaciohes (£.1)-(2.4) es no lineal pard alganLa des-
cripcion de sistemas lineales conmutados resultante esta la dada por las Ecuacibnés {2.5)- (2.7).
Si el dominio de operacion se divide en un namero finito de subconjiModal que a cada
subdomNiInioQ). le corresponde la descripcion linea G, entonces los subdominios satisfacen:

1. Us1Di=D

2. DNInt(Dj) =0fori # |

3.D#£0
dondelnt es la funcién que devuelve el interior del conjunto. Con base en lo anterior y en las
Definicioned Z.11-2]2 es posible hacer un conjuntdvtdescripciones lineales politépicas del
sistema conmutad (2.5)- (2.7):

X = Ai(B(t))x+Buyi(B(t))v+ Bwi(6(t))w (2.37)
y =Cx (2.38)
2= Di(6(t))x+ Ei (8(t))w (2.39)

dondeA(t) € R™™, Byi(t) € R™™M, By;(t) € R™, C e R™", Dj(t) € R&", Ei(t) € RY! para
cadai € G={1,2,..,M}. Como se vio anteriormente las matrices politopicas hacen uso de los
parametros del sistema en los vértices del simplejo por lo que satisfacéngue j =1, ..,v.
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Observaciéon 2.4 Nate que como cada parametro esta en un conjunto compact
no puede tomar valores mas alla de sus limites maximo y minimo, por lo-gq&

dondet es el nimero maximo de entradas inciertas de las matrices; es decir, en
una descripcion politopica mas que las cotas de los parametros y su variacion, se
toman en cuenta la variaciones en el politopo.

Realizando un numero finito de aproximaciones lineales dg €. liferentes puntos de opera-
cién, es posible obtener el modelo multilineal conmutado e inciertal (2.37)-(2.39).

2.2. Observaciones sobre la estabilidad de sistemas
politépicos conmutados y su relacion al disefio de un
sistema de seguridad activa.

La conmutacion puede tener un efecto adverso en la estabilidad. Por ejemplo, es bien conoci-
do que un sistema conmutado puede ser inestable aun cuando cada subsistema que lo compone
sea estable. En la literatura existen diversos resultados que estudian el efecto de la conmutacion
en la estabilidad, vea por ejemplo [44] v [45]. La estabilidad de un sistema conmutado variante
en tiempo, con conmutacion dependiente de una salida puede ser asegurada si se obtiene una
funcidbn comun de Lyapunov para todos los subsistemas [44]ly [45]. La obtencién de controla-
dores que aseguren la estabilidad de un sistema conmutado politopico, sujeto a perturbaciones
exdgenas es un topico de investigacion actual.

Observacion 2.5Note que la estabilidad asint6tica del origen no es una pro-
piedad obtenible para el sistemB _(2.37) si es persistentemente perturbado por
w. Una alternativa para establecer la estabilidad del sistemna (2.37) que e
persistentemente perturbado por w, es formular el problema de control como
regulacion o de seguimiento de trayectorias, sin embargo para el caso particul
de la dinAmica de un vehiculo descrita por un sistema con la formal(2.37) ser
necesaria la caracterizacion de los deseos del conductor como una referenc
variante en tiempo. Este punto de vista implica una complejidad adicional par
encontrar las referencias que se ajusten a los deseos del conductor y para valorar
si la trayectoria deseada por el chofer no implica un riesgo de derrape lateral
volcadura. Por otro lado, si se formula el problema de control para mantener e
estado del sistem& (2.137) que es persistentemente perturbado por w en valores [se-
guros, el tipo de analisis de estabilidad méas adecuado es el de acotamiento ulterigr.
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En la literatura podemos encontrar estudios relacionadotadestabilizacion de sistemas linea-

les no conmutados inciertos, por ejemplol [56]. En particular, el trabajo én [56] es relevante para
el problema de vuelco ya que se demuestra que la dinamica de un vehiculo de 4 ruedas se puede
aproximar por medio de un sistema lineal de ecuaciones diferenclalés ([31]) que toma la forma
de un sistema politépico:

x = A(0)x+ By(0)v+Bw(B)w (2.40)
RI = C(8)x (2.41)

Ademas se demuestra que la sailgpuede ser confinada a cierto intervalo que asegura que no
hay riesgo de vuelco para perturbacioffes |w| < wmax Sin embargo, en tal estudio se aplica

la accion de control a todo instante por lo que se interfiere con los comandos del conductor, no
considera de manera integral el problema del riesgo de derrape que es un potencial detonador de
la volcadura lanzada y requiere de la estimacion de todas las variables de estado para la obtencion
de la entrada de control.

Un opcion para interferir lo menos posible con los deseos del conductor, es utilizar un enfoque

de control que se aplique sélo cuando existe riesgo de volcadura o derrape. Esto podria implicar
una descripciéon conmutada de las acciones de control y la derivacion de leyes de control que
fueran robustas ante incertidumbre paramétrica.

En [10] se estudia la estabilizacion asintotica de sistemas lineales conmutados inciertos cuan-
do la incertidumbre paramétrica se puede expresar como una combinacién convexa de matrices.
En este estudio se propone una funcién de Lyapunov polinomial-homogénea por pedazos y se
encuentran las condiciones para asegurar la estabilidad robusta del sistema, cuando las incer-
tidumbres no varian en tiempo. Ademas propone el disefio de un controlador por pedazos que
estabiliza asintoticamente al sistema incierto. Aunque este resultado podria ser extendido para el
caso de sistemas conmutados politopicos variantes en tiempo, presenta algunas desventajas para
el disefio de un sistema anti-vuelco y anti-derrape; por ejemplo, se aplica la accién de control a
todo instante y requiere de la estimacion de todas las variables de estado para la obtencion de la
entrada de control. Ademas en][10] no se toman en cuenta perturbaciones exégenas por lo que el
tipo de estabilidad estudiada es asintoética del origen.

Observacion 2.6 En esta Tesis se obtiene un controlador robusto dependiente
de una salida para un sistema conmutado politépico que se encuentra persister
temente perturbado. Se analizan las condiciones para que una segunda salig
compuesta por un indicador del riesgo de volcadura y por un indicador del riesgo
derrape lateral se mantenga acotada en norma. Estos resultados se muestran |en
los Capitulo$ B Y14 y se usaran para la solucion del problema de derrape lateral y
volcadura en el Capitulb]6, donde un punto de vista conmutado permitira aplicar
la accion de control inicamente cuando un riesgo es detectado.
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2.3. Comentarios finales del capitulo

En este capitulo se presentaron las definiciones y resultados relevantes al problema de estabi-
lizacion de sistemas politopicos conmutados en los cuales se basan los resultados de esta Tesis,
asi como también algunas observaciones sobre su aplicacion a la resolucion del problema de
volcadura y derrape lateral en vehiculos de 4 ruedas.
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3. Control con retroalimentacion de salida
para sistemas lineales politopicos

En este capitulo se obtienen controladores robustos con retroalimentacion de salida para sis-
temas lineales no conmutados con incertidumbre que admiten una descripcion politopica. Es de
particular interés el estudio del efecto de una perturbacién exdégena que es desconocida pero
acotada, la cual representara las acciones de manejo del conductor.

3.1. Control robusto para sistemas inciertos

En afios recientes se ha dedicado mucho esfuerzo al problema de la obtencién de controladores
gue estabilicen sistemas con incertidumbre paramétrica. En gran parte de tales investigaciones la
incertidumbre es caracterizada por su estructura (aditiva, multiplicativa o politopica) y la existen-
cia de limites de confinamiento. Los resultados de estabilidad que se encuentran en la literatura
dependen esencialmente de la estructura de incertidumbre que se asume. Existen enfoques de
control robusto con incertidumbre aditiva como enl [49], multiplicativa [50] y no estructurada
como en([51]. Dentro de los enfoques de control robusto se puede mencionar: a) los politépicos,
b) los basados en control 6ptimo y ¢) 66 y ... Los basados en control 6ptimo parten de una
descripcion lineal

X = A(w)x+ By(w)v (3.1)

dondew representa la incertidumbregg la entrada de control, las matride®, son de dimen-

siones adecuadas y el objetivo es disefiar una ley de retroalimentacion de estados para todas las
posibleso dentro de un conjunto. La solucidon de este problema robusto depende de si la incerti-
dumbre satisface lo que se llama una condicidn de correspondencia 0 emparejamiento (matching
condition) que requiere que la incertidumbre varie en el rang®, d8i se satisface esta condi-

cion la solucién del problema de control robusto puede obtenerse resolviendo un problema LQR
(Linear Quadratic Regulatqr el cual incluye las cotas de la incertidumbre en la funcién de
costo. Sin embargo si la incertidumbre no satisface esta condicion de correspondencia, el proble-
ma se hace mas complejo y se necesita descomponer la incertidumbre en una parte emparejada
(matched paity una no emparejada. La solucién del problema depende de si la incertidumbre
satisface algunas condiciones suficientes, y consiste en el disefio de una ley de control aumentada
gue lidia con la incertidumbre no emparejada.

Por otro lado existen enfoques de control robusto con incertidumbre estructurada y no estructu-
rada que en vez de utilizar un enfoque en tiempo lo hacen en frecuencia. Entre estos enfoques se
encuentra el de Kharitonov, en el cual se parte de una descripcion de la incertidumbre en cierto
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intervalo y establece una equivalencia entre la estabiligadl polinomios y la estabilidad para
todas las posibles combinaciones de incertidumbre. Este resultado se le conoce como el Teorema
de Kharitonov y puede encontrarse enl [51].

Otro punto de vista que se le incluye en control robusto es el caH$tot.. #> denota el espa-

cio de Banach de todas las funciorfesC — C que son analiticas y acotadas en el lado derecho

del plano complejo y acotadas en el eje imaginario. En este enfoque se define un sistema nominal
(con valores nominales en los parametros) para la sintesis de control y la incertidumbre se toma
en cuenta en el lazo de retroalimentacion, la estabilidad del sistema se estudia usando el teorema
de pequefia ganancia que establece que el sistema perturbado en lazo cerrado es estable si la
norma“b es menor a uno. Existen resultados en donde la sintesis del controlador para el sistema
nominal se minimiza; esto es hacen uso de un enfoque mixto 6ptimo. Este enfoque sin embargo
es diferente del enfoque O6ptimo porque no se garantiza la estabilidad para una incertidumbre
dentro de los limites de disefio. Esto es, en el enfddue4, las cotas de las incertidumbres no

se dan de antemano, el disefio de control se hace para alcanzar un rango de maxima tolerancia a
la incertidumbre; sin embargo, puede gque este rango no cubra todas las posibles incertidumbres.
En otras palabras la robustez del conttfl 7, no se puede garantizar de antemano y si este
control es adecuado o no dependera de la incertidumbre.

Observacion 3.1 Este capitulo se enfoca al estudio del problema de disefio de
controladores dependientes de la salida que provean de estabilidad a un sistema
politépico, pero ademas que maximicen su capacidad para el rechazo de un

perturbacion exdgena.

La simplicidad de un enfoque politépico permite en primesdancia obtener un sistema ma-
teméticamente tratable con fines de control, que involucre incertidumbre en los parametros asi
como en su tasa de variacion, y para los cuales existen herramientas de analisis y disefio de con-
troladores. En segunda instancia, una ventaja de este enfoque en comparacion con egfsategias

0 Hs es que asegura la robustez del resultado de estabilidad.

Como se dijo anteriormente, en los enfoqués #, las cotas de las incertidumbres no se dan

de antemano y el disefio de control se hace para alcanzar un rango de maxima tolerancia a la
incertidumbre; sin embargo, puede que este rango no cubra todas las posibles incertidumbres.
En contraste el enfoque politdpico permite conocer las condiciones bajo las cuales el sistema

es estabilizable para un rango de incertidumbre dada a priori; lo anterior debido a que la repre-

sentacion politopica de las matrices permite describir la variacion de los parametros dentro de

ciertos rangos, asi como en tiempo, y sintetizar controladores que garanticen su estabilidad en
estas condiciones.
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3.2. Control robusto dependiente de la salida para sistemas
politdpicos

En la literatura se han presentado resultados relevantes respecto a la estabilidad asintética de
sistemas lineales inciertos no conmutados de la forma:

x = A(w)x+ By(m)v (3.2)

En [52] se realiza un andlisis de estabilidad robusta ante incertidumbres paramétricas para sis-
temas lineales de la formia_(8.2) que tienen tasa de variacion paramétrica acotada. Se utiliza una
descripcion politopica para derivar una funcion de Lyapunov comun que esta en funcion de los
vértices. Los autores son capaces de establecer condiciones para la estabilidad cuadratica del
sistema, asi como de establecer un desempefio garantizado.

En |53] se realiza un andlisis de estabilidad robusta asintética de sistemas lineales de la forma
(3.2) afectados por incertidumbres paramétricas que tienen una tasa de variacién acotada por me-
dio de la resolucion de LMI's. Ademéas se estudia la tasa de variacion méaxima de los parametros
para que la estabilidad robusta sea aun garantizada; esto es, se calcula el margen de estabilidad
del sistema dada una tasa de variacion de los parametros. Los autores solo estudian la estabilidad
del sistemay no su control.

En [54] se propone el uso de funciones polinomiales homogéneas dependientes de los parame-
tros para derivar estabilidad robusta ante incertidumbre paramétrica en sistemas lineales de la
forma (3.2) . La estrategia de verificacion de estabilidad esta basada en LMI's y no requiere del
conocimiento de los parametros sino que se reduce a encontrar tantas matrices positivas definidas
como el grado de la funcién de Lyapunov por el nimero de vértices de la incertidumbre. Con-
forme el grado crece, el nimero de LMI’'s asociadas y variables que se pueden manipular crece.
De tal manera que la prueba de estabilidad se vuelve menos conservadora. Sin embargo también
aumenta la complejidad de la solucion de las LMI's. [En [54] no se estudia de manera explicita el
caso de variacion arbitraria de los parametros, ni la sintesis de control.

En |[55] se estudia la sintesis de controladores dependientes de la salida bajo perturbaciones exé-
genas para sistemas lineales de parametros variantes (LPV) de la forma:

X = A(w)x+ By(w)v
y = C(m)x (3.3)
por medio del uso de una funcién de Lyapunov cuadrética. En este trabajo se requiere el cono-
cimiento instantaneo de los parametros (w), es decir no se trata de un enfoque robusto sino de

la sintesis de un controlador que es capaz de rechazar perturbaciones para parametros conocidos
pero que varian dentro de un conjunto acotado.

Entre los trabajos que tratan el problema de sistemas lineales con perturbaciones exégenas y con
variacion de parametros de la forma

X = A(w)x+ By(w)v+ By (m)w
y = C(m)x (3.4)
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vale la pena mencionar [66] y iy [67]. En estos trabajos se adapenfoquel., para establecer
condiciones de estabilidad y desempefio ante entradas que son uniformemente acotadas. Estos
autores introducen el concepfe como el de garantizar la estabilidad y ademas un desempefio

de la salidd]y|| <ys||w|| y no de todo el estado como lo ha#&. Establecen que para sistemas
inciertos no lineales caracterizados por una descripcion politépica de la forrha (3.4), las condi-
ciones de estabilidad y desempefio se reducen a la resolucion de LMI's.

Observacion 3.2En la literatura se pueden encontrar resultados acerca de la
estabilidad robusta para sistemas lineales de la forinal (3.4) (ver por ejemplo [56]
y [57]). En estos trabajos se disefian acciones de control que se aplican a tod
momento y consisten de una retroalimentacion de estados. Dada la importancia de
estos resultados para el problema de volcadura y derrape lateral, en esta seccion
extenderan estos resultados de estabilidad robusta ante incertidumbre paramétriga
al caso de retroalimentacion de salida bajo un enfoque de acotamiento ulterior. E
la Secciém 3.3 se extienden los resultados de estabilidad robusta ante incertidumbre
paramétrica al caso de sistemas conmutados politopicos con retroalimentacid
de salida bajo un enfoque de acotamiento ulterior. En la Sedcidn 3.4 se extienden
los resultados de estabilidad robusta ante incertidumbre paramétrica al caso d
sistemas conmutados politépicos con retroalimentacién de salida bajo un enfoque
de acotamiento ulterior con uno o mas modos evolucionando en lazo abierto.

(¢

Para la obtencién de los resultados de esta Tesis, se @itemoalimentacion de salida ya que
en el caso del vehiculo existen variables no medibles como el angulo de deriva lateral.

Con este fin considere el sistema politdpico:

X = A(0)x+ By(0)v+Bw(8)w (3.5)
y=Cx (3.6)
z=D(0)x+E(B)w (3.7)

dondex € R", es el vector de estado del sistemaa R™ es la entrada de controk € R! es

un vector que representa las perturbaciones exéggraR" y z € RY son salidas del sistema,
A(B) € R™M, B,(8) € R™™, B,(8) € R™!, C e R"™"y B es un vector de incertidumbre que es
elemento del simplejo (8] € ©) para todo tiempo, a partir de las Ecuaciones (3.5)-(3.7) y enlo
gue sigue se omite la dependencia en tiemp® der legibilidad. Considere también la ley de
retroalimentacion de salida:

v(t) = Ky =LCx (3.8)
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Observacion 3.3.0Observe que en el sistema anterior existen dos tipos de salidas
la salida [3.6) es la que se usara para retroalimentacién, mientras que la salidz
(3.1) es la que se requiere estabilizar. Esto es, nos interesa resolver el problema
de estabilidad cuando se utilizan diferentes salidas para retroalimentacion
para estabilizacién (o control). Una salida para estabilizacién o control es una
porcion del estado al que se desea estabilizar. Una salida para retroalimentacio
es una porcién del estado que se mide y que se utiliza para disefiar la ley de contrg|.

5=

>

Con la finalidad de encontrarque estabilice al sistema politopico incierfo (3.5)-(3.7),/de [48],

asi como de los Teoremas|B1 yIB2, un analisis de Lyapunov puede ser usado para establecer
un resultado de acotamiento de las trayectorias del sistemal(35)-(3.8) como se muestra en el
siguiente teorema:

Teorema 3.1.Considere el Sistemp (3.9)-(B.6) con una retroalimentacién de salida
(3.8). Sea P- 0,P = P’ y L matrices que minimizan:

3 A (PAUJ +Alp L PBU]LC—I—C'L/B\[/”/P+V1,ma>ﬂnxn) (3.9)

sujeto a
L[| <Lmax  (3.10)
Amax(PA[” +AlP 4 PB\[/J]LC-I-C/L/B\[/H/P'i‘Yl,maanxn) <0 (3.11)

para alglny; max > 0 y para todo j= 1...v, entonces las soluciones del siste-
ma (3.5)43.5) son Uniformemente Ulteriormente Acotadas en el confapte
{X(®)]|Ix(t)|| < ¢y} para todoB € ©, con

_ 2Bm ||P||Wmax | Amax(P)

Y1,max Amin(P) (3.12)

dondeAmax Amin denotan los valores propios maximo y minimo respectivamente,
Wmax = SUp(|w(t)||) vty

B — max}(HBWH). (3.13)

je{l,...0
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Demostracién.Considere una funcién escaMr= xPxconP = P’, P = 0 (definida positiva). La
derivada dé&/ a lo largo de las trayectorias el sisteal(3[5)}(3.8) es:

V=x (PA(e) +A’(9)P) X+ X (PBV(e)LCJrC/L’B’V(e)P) X+ 2B,,(0)Pxw (3.14)
para tod® € ©. La ecuacion anterior puede modificarse usando el resultado!de [48], de manera

gue so6lo se toman en cuenta los vértices para asegurar la estabilidad p@ra ®@don variacion
arbitraria; esto es

V=¥ (PAW +A[H’P) X+ X (PB[,HLC+C’L’B\[,HIP> x+ 2B Pxw< 0 (3.15)

paraj = 1...0, es decir para todos los vértices del conjudtden (3.15 ) se pretende enconttar
tal que la desigualdad satisfaga:

V<X (Pl AlIP) x+x (PB/LC+CL'BY P) x-+ 28 [P [X| Winax< 0. (3.16)
Considere por el momento sélo el téerminoARP|| ||X|| Wmax- ES claro que como la norma eu-
clidiana es una funcion que es cero si su argumento es cero Yy positiva definida si su argumento

no es cero, entonces existe un nimgre- 0 suficientemente grande tal qug|x|| < y1|[X||? =
y1X'Tn«nX para alglnyg > 0. Por lo que podemos reescribir la Expres[6n (3.16) como:

V<X (PA[” +AUJ’P) X+ X (PBU']LC+C’L'BWP) X+ Y1X T X (3.17)

V<X (PA[” +AP PBU]LC+C’L'BU]'P+y1]1nxn) X (3.18)
Para asegurar que_(3118) sea menor a cero debe cumplirse:
pAll 4+ All'p 4 PBJLC+C'LBI P+ yallnun < O (3.19)

para todoj = 1...0 y y; se le conoce como margen de estabilidad. SeaP~1y M = LCS
multiplicando [3.1B) por la izquierda y por la derecha $grluego substituyendd! se obtiene:

Allsy sAll' 1 BUIM + MBY +yi85<0. (3.20)

Note que en la ecuacion anterior se tienen varias incégnitas: las asociadas con las en8adas de
My cony;. Ademas note que la desigualdad:

volIXI| < va |IXI|? (3.21)

no puede satisfacerse para tdidd conys finita. Esto es facil de ver si se reescribe (8.21) como
sigue:
Yo

o<y (3.22)
[l
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si ||| es muy cercano a cero el valor gges muy grande. Debido a lo anterior, la Desigualdad
(3.20) no puede satisfacerse paraSiinito si la ganancia del control es finita y limitada. En
otras palabras si:

Allsy sAll' 1 BIm+ MB!I <0 (3.23)
se satisface entonces siempre es posible encontr& qurasatisfaga (3.20), pero si la ganancia
del control es limitada, el margen de estabilidad maximo asociado a (3.23) ya esta fijo, por lo que

siempre existe una vecindad alrededor de cero tallqué (3.20) no se satisface. En consecuencia, es
necesario calcular:

1. Elvalory; maxtal que [[3.2D) se satisfaga, dada una limitacion de ganancia del controlador.

2. El val_orcy tal que las soluciones que inicien @9 = {x|||x|| < ¢,} permanecen en él para
todo tiempo futuro.

Observacion 3.4Note que existe un vértice 5 j, tal que el eigenvalor de

Alinls 1 Alinl' s+ BU" M + M/BU™ es mas grande que los eigenvalores de todos los
vértices (el mas cercano a cero). Es decir, el vértigee$ el peor escenario de tasa
de convergencia de la trayectoria del sistema. Note que la tasa de convergeng
depende del tamafio de los eigenvalores. Ya Quel(3.23) es negativa definida, ¢
valores propios son reales negativos, siendo el mas grande, el modo mas lento
convergencia. Note ademas que si la ganancia no esta acotada, el valor propio m
grande se puede asignar arbitrariamente; sin embargo, en otras circunstancia
existira un valor propio minimo al que pueda asignarse.

a
us
e
S

N QO ~ U)o,
1))

\ "5}

Con el fin de encontrar ah max que satisfagd (3.20) con una limitacion de ganancia del con-
trolador||L|| < Lmaxy tomando en cuenta la Observacionl 3.4, considere el siguiente algoritmo
que representa una busquedayggax por aproximaciones sucesivas a partir de un margen de
estabilidad nulo.

Algoritmo 3.1. Algoritmo para el calculo dg7 max
1. Pongay; = 0O (i.e. asuma margen de estabilidad nulo).

2. Obtenga una matriz S para tode=j1...0 de la siguiente LMI:

Alllsy sAI < 0. (3.24)

3. Resuelva con B S~ obtenido del Paso 2 el siguiente
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Problema 3.1.Encontrar L que minimice:

A (PA[” +AIlp PBU]LC+C’L’BU]'P+y1]1nxn)
sujeto a
LI < Limax
Amax (PA + All'P 4 PBJILC + CLBY P+ yallan ) < 0
4. Si existe solucién al Problenmha B.1 incremente el valoydg regrese al Paso 3, si no
finalice yy1 max= Y1, dondey; maxes el valor maximo de; que satisface el Problemia 8.1.

Por otro lado, para el calculo dg considere el Teorenia B2 en el cual si se establece la
existencia de una funcién definida positiva tal que

aa(|X][) <V (t,x) < az([|x]])

ov oV
—_— 4+ — < — > Us >
o 3 T < =W, ¥x| > s> 0

entonces:
()] < oyt (oa(ps)), ¥t > to+ T, (3.25)

En este casdmin(P)||X|% <V < Amax(P)||X||?, esto es:

a1 (X)) = Amin(P)IX|? (3.26)

at2([XI]) = Amax(P)|X]|%. (3.27)
AlUn mas,

V < 0,V||x|| > ps > 0. (3.28)

Con el fin de calculaps considere la desigualddd (3121) oan= Y1 max

2B || P|| Wmax||X|| < \/17max||x||2 (3.29)
2 P
Y1,max
De tal forma qué&/ < 0 sélo cuandd(3.30) se satisface, esto es:
2 P
g < 2BmPll Winax (3.31)
Y1,max

Por lo que sustituyendo este valor en la Ecuadion[3.25) se obtiene:

2BmHF)HWmax )\max(P)
X)) <
GOl Y1,max Anin(P)

= (3.32)
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Inicio
¥1=0

Calcular una matriz P de:
PAUl + AUVP <0
Vj=1..0

miniILnizarz 2(PAU + AUVP + PBU'LC + C'LBYY P+ 141)
Sujeto a: ||L|| < Ljax
Amax (PAVY + AUV + PBUILC + C'LBYV P +111) < 0
Vji=1..0

NO ) » SI
Tiene solucion?

Yimax = V1 yi=y1t+A

Fin

Figura 3.1.: Algoritmo para el calculo g&max

En consecuencia, por virtud del Teorema B2 las trayectorias que inician fuera del c@hjunto
{x@®)[IIx(t)|l < ¢y} convergen haci&y, y una vez que ingresan permaneceran dentro de para
todo tiempo posterior. Esto es, dados los célculos anteriorgsglg ¢y y el Teorema B2 del
Capitulo[2 es posible concluir que las trayectorias del Sistema [3.5)-(3.8) son Uniformemente
Ulteriormente Acotadas en el conjurfly. O

Note que el teorema converso de Lyapunov establece que giehatel sistema linead= A(t)x

es estable, entonces existe @@l quePA(t) + A(t)’P < 0. Este resultado en el caso de sistemas
politopicos equivale a requerir q@A + Alll'P < 0. El conocer de antemano la estabilidad del
sistema no perturbado, nos permite establecer la existen€lakE particular si no existe tal
quePAll + Alil'P < 0, el teorema anterior no puede usarse y ello implicaria que pueden existir
condiciones de incertidumbre que derivan en un comportamiento inestable del sistema. El algo-
ritmo para la estimacion dg maxpuede visualizarse en la Figliral3.1; ademas en la Higura 3.2 se
ilustra la trayectoria que converge al conjunto invariante.
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Figura 3.2.: llustracién del conjunto invariante al cualtlayectorias convergen en lazo cerrado

3.3. Control robusto dependiente de la salida para sistemas
politopicos conmutados

Existen trabajos relevantes relativos al estudio de la estabilidad robusta de sistemas politopicos
y/o conmutados con retroalimentacion de estado [58], [59], [60],46HI. En estos trabajos no
se realiza sintesis de control.

En la literatura también se han presentado resultados relevantes sobre la obtencidén de controla-
dores lineales que estabilizan a un sistema incierto no conmutado con perturbaciones exdgenas.
En [62] se presenta una metodologia para la sintesis de controladores con retroalimentacion de
estados para una clase de sistemas conmutados lineales, utilizando una funcién de Lyapunov por
pedazos que es cuadratica. El resultado utiliza el Lema de proyeccion reciproca para establecer
el resultado de estabilidad utilizando controladores lineales por pedazos.

En [63] se estudia la estabilizacion de sistemas lineales por pedazos con incertidumbre aditiva
por medio de funciones de Lyapunov por pedazos. El esquema propuesto utiliza un punto de
vista #, para establecer estabilidad de un sistema con perturbadigmetegrables. Se muestra
gue las leyes de control pueden obtenerse utilizando software para la resolucién de LMI’s. Sin
embargo no se estudia de manera explicita el caso de variacion de parametros en tiempo.

En la seccion anterior se hizo una extension de los trabajos de [56] y [57] para el caso de retro-
alimentacion de salida. En esta seccidon mostraremos una extension de estos resultados al caso
de sistemas conmutados con retroalimentacion de salida; con este fin considere la ley de retro-
alimentacion[(318) para el sistenia (2.37)-(2.39) y la parametrizacion de la salida dddalpor (3.6).
Se requiere encontrarque estabilice al sistema politépico conmutado inciérto {2[37)4(2.39). De

36



[48], asi como de los TeoremasIBL y|B2 del Capillilo 2 el analisisydpunov puede ser usado
para establecer un resultado de acotamiento de las trayectorias del disteimé (2.B87)-(2.39) como se
muestra en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.Considere el Sistem@a (2137)-(21.39) con la retroalimentacién de salida
por pedazos:
vi(t) = Kjy = LiCx. (3.33)

Sea P~ 0,P = P’y L matrices que minimizan:
5 A (PA+ AP+ PRULC+CLBY P+ yi T (3.34)
para cada i€ Z donde cada i-ésima minimizacion esta sujeta a

Amax (PA + AP+ PBUILIC+C'LIBY P+ y1,Tnn ) < O (3.36)

para valoresy, j > 0 para cada ic Z y para todo j= 1...v, entonces las soluciones
del sistema(Z.37)-(2.89) son Uniformemente Ulteriormente Acotadas en el conjun-
to Qy.c = {X(t)|||Ix(t)|| < ¢y} para todo € © con

_ 28mc||P||Wmax )\max(P)

3.37
Ve Y1ime )\min(P) ( )
Yime= rirewizn(vl,i) (3.38)
donde Whax= sup(|w(t)||)Vty
_ [i]
Bre= X, (12 ])- 339

Demostracién.Considere la funcion candidata de Lyapunéw= xPxconP = P/, P = 0 (defi-
nida positiva) comun a todos los subsistemas. La derivadaaléo largo de las trayectorias el

sistemal(2.37):(2.39) es:
V=x (PA—(e) +A (e)P) X+ X (PB\,J (G)LiC+C’Li’B(,7i(6)P) X+2B,;(B)Pxw  (3.40)

parai € Zy 08 € ©. Observe qué\(0) es la matriz politépica del modo conmutaddEsto es,
ahora se tiene una descripcién de matrices politdpicas por pedazos. De [48], la estabilidad en el
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sentido de Lyapunov es asegurada si:
V=X (PA+ AT'P) x+x (PRILIC+CLB P) x+ 2B Pxw< 0 (3.42)

paratodd € Zy para todoj = 1...v, es decir para todos los vértices del conjudtyg para todo
subsistema.

Considerando quemax= sup(|w(t)||)vt, es la cota maxima de perturbacion, se tiene:
V<X (PAm +Alp >x+x’ (PB\, Lc+cLl P) X+ 2B |P|l [IX|Wmax < 0 (3.42)

donde;:

Bre=_ max <HB&}i ) . (3.43)

Considere por el momento solo el términoZBP|| || X|| Wwmax ES claro que como la norma eu-
clidiana es una funcion que es cero si su argumento es cero y positiva definida si su argumento
no es cero, entonces existe un numerp> 0 tal queyoc||X|| < vij X2 = Y1iXInxnX para

Yoc = 2Bmc||P||Wmax > 0. Note que debido a qugc no depende dg se puede proponer un

Y1 que no dependa deSin embargo por razones que quedaran claras mas adelante, se propone
gue dependa depara simplificar la notacién. Por lo que podemos reescribir la Exprdsion (3.42)
como:

v <X (PAY + ATP) x+x (PRILIC+CLBY P) X+ 1 X Tncnx (3.44)
v <X (PA"+ AP+ PRJILIC+ C'L{BY P+ yi,Tnan ) X (3.45)
Para asegurar que_(3145) sea menor a cero debe cumplirse:
PAL + AP PRUILIC +C/LBY P+ viTnsn < O (3.46)
para todoi € Z y para todoj = 1..0 y donde ay;; se le conoce como margen de estabilidad.

SeaS= P~1y M; = LiCS multiplicando [3.4B) por la izquierda y por la derecha Bgrluego
substituyenddV; se obtiene:

AlstsAl 1+ BUIM + MBY! +yiS5< 0 (3.47)

Note que en la expresion anterior se tienen varias incognitas: las asociadas con las en8adas de
My conyi j. Ademas note que la desigualdad:

ilIxXI1? (3.48)

no puede satisfacerse para td¢) cony j finita. Esto es facil de ver si se reescribe (8.48) como
sigue:
Yoc

<y (3.49)
I =
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Si ||x|| es muy cercano a cero el valor gg es muy grande. Debido a lo anterior la Desigualdad
(3.41) no puede satisfacerse paraSiinito si la ganancia del control es finita y limitada. En
otras palabras si:

\Al

se satisface entonces siempre es posible encontr&@ queasatisfaga (3.47), pero si la ganancia

del control es limitada el margen de estabilidad méaximo asociddo a (3.50) ya esta fijo, por lo que
siempre existe una vecindad alrededor de cero tallqué (3.47) no se satisface. En consecuencia, es
necesario calcular:

1. El valory; mc tal que [(3.4F) se satisfaga, dada una limitacion de ganancia de los controla-
dores||Li|| < Lmax

2. Elvalorc, tal que las soluciones que inicien €9 ¢ = {X|||X|| < ¢,c} permanecen en él
para todo tiempo futuro.

Con el fin de encontrar h mc que satisfagd (3.47) con una limitacion de ganancia de los con-
troladores|Li|| < Lmax considere el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.2. Algoritmo para el calculo dgy mc

1. Obtenga una matriz S de la siguiente LMI para tode §...0 y para todo ic Z:
AllstsAll <o, (3.51)

2. Pongai= 1.
3. Pongay;j = 0 (i.e. asuma margen de estabilidad nulo).
4. Resuelva con B S~1 obtenido del Paso 1, el siguiente
Problema 3.2.Encontrar L; que minimiza:
A <PA“] +Allpy PB\[,J;i]LiC+C’L{B\[,J;i]/P+y17i]Inxn>
sujeto a

|||—i|| < Lmax
Amax(PAY + All'p 4 pRUILIC + LB Py 0
max{ PA" +A" P+ BVJ iC+CLByi P+VYiilnxn ) <U.

5. Si existe solucion al Problenia B.2 incremente el valoydey regrese al Paso 4, si no
continvie al paso siguiente.

6. Incremente el valor de i, es decitii + 1.

39



7. Siie Zregrese al Paso 3, si no calcule:

Yime= rigizn(vl,i). (3.52)

8. Fin

Observaciéon 3.50bserve que en la Ecuacidn (3152) es el minimo y no el maximo,
el que constituye el peor caso de margen de estabilidad. Margenes de estabilidg
pequefios resultan en conjuntos invariantes mas grandes y visceversa.

d

-

Por otro lado, para el calculo @g. considere el Teorema B2 en el cual si se establece la exis-
tencia de una funcién definida positiva tal que

aa([X[[) <V (t,x) < az([|x]])

ov oV
—_— 4+ — < — > Us >
S F(X) < WO, VX] = b= 0

entonces:
IX®)[] < ar(oa(ps)), ¥t > to+Ts. (3.53)

En este casdmin(P)||X|% <V < AmaxP)||X||?, esto es:

ata ([|X]) = Amin(P) [[X{% (3.54)

at2([X]]) = Amax(P)IX]|%. (3.55)
AUn mas,

V <0,V|X]| > ps > 0. (3.56)

Con el fin de calculaps considere la desigualddd (3148), es claro que esta desigualdad se sigue
satisfaciendo cogj = YimcY Yoc:

2Brmcl [P Winax||X|| < Y1.me|X||” (357)
2Bne [Pl e 3:58)
Yime

De tal forma qué&/ < 0 sélo cuandd(3.58) se satisface, esto es:

< ZBﬂCHPHWmax.

3.59
N Y1i,me ( )
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Inicio
Calcular una matriz P de:
- !
PAV 4 AP < 0; vj=1..0,viez

i=1
¥1: =0

minimizar Z A (PAY + aVP + PBUIL.C + C'L/BUV'P + y,41)

Sujeto a: ||L;|l £ Lipax
Amaz (PAV! + A01P + PBUIL.C + C'L/BYY'P +y1,1) < 0
Vi=1..0

Sl
Tiene solucién? Yii =% tA4
NO

i=i+1
Sl ,
— ieZ
NO
Yime = MmNy,

Fin

Figura 3.3.: Algoritmo para el calculo ggmc

Por lo que sustituyendo este valor en la Ecuadion [3.53) se obtiene:

< 2Br’nc|||::'||Wmax )\max(P) o

= Cyc 3.60
Y1imc )\min(P) & ( )

X

En consecuencia, por virtud del Teordma B2 las trayectorias que inician fuera del céhjgato
{X@®)]IIx(t)|l < cyc} convergen haciyc y una vez que ingresan permaneceran dentro de para
todo tiempo posterior. En vista de la Observagion 3.5 el conjunto dado por la Ecdacidn (3.60)
es el conjunto invariante mas grande para todo escenario de incertidumbre y para todo modo.
Esto es, dados los calculos anterioresyggc ¢y y el Teorema B2 del Capituld 2, asi como
porqueV = X'Px es una funcién de Lyapunov comun es posible concluir que las trayectorias
del Sistemal(2.37)-(2.89) son Uniformemente Ulteriormente Acotadas en el cofjyatmajo
cualquier conmutacion. m
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Observacion 3.6El conjunto invarianteQy . del Teoremd 3]2 es de hecho el
conjunto invariante mas grande de todos los modos de operaciéon del sistema
conmutado bajo el peor escenario de incertidumbre.

El algoritmo en la prueba del Teoremal3.2 puede visualizarda Eigurd 3.B. En la prueba de

este Teorema se utilizoé una funcion de Lyapunov comun para garantizar acotamiento de las solu-
ciones independientemente de la conmutacion, en donde todos los subsistemas usaban ganancias
de control para modificar la tasa de convergencia al conjunto invariante. En la siguiente seccion
se analizara el caso especial en donde sélo una parte de los modos conmutados tienen esta pro-
piedad; mientras que en otros no es posiblefi@os sin retroalimentacion).

Por otro lado, note que proveeria de mayor flexibilidad al sistema en lazo cerrado utilizar valo-
resLmaxi particulares a cada modo; en los algoritmos propuestos no existe dificultad adicional
alguna asociada a utilizar diferentes cotas de ganancia para cada modo, por lo que esta exten-
sion podria hacerse sin modificar sustancialmente el algoritmo. Sin embargo, observe que para
el disefo del sistema de seguridad activa antivuelco y antiderrape en la Tesis, la variacion de este
valor podria mejorar en el desempefio sélo cuando estas cotas sean mas grandes, pues lo que se
busca es obtener la mayor tasa de convergencia en cada modo para evitar el riesgo.

3.4. Control robusto dependiente de la salida para sistemas
politopicos conmutados con subsistemas en lazo
abierto

En esta seccién se requiere enconttate la formal(3.33) cofjLi|| < Lmax que maximicen
cada margen de estabilidad del sistema politépico conmutado in€iertob (2.37)-(2.39) para un con-
junto de subsistemag; que excluye a un conjunto no vacio de subsistemas que sélo pueden
evolucionar en lazo abierffy,, es decir cuando:

Z=2.UZs, (3.61)

se cumple para todo tiempo. Cada subsistenaskeconsidera estable en lazo abierto y se busca
aumentar la tasa de convergencia de los subsist&ghajo algun criterio de conmutacion.
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Observacion 3.7Una estructura de sistema conmutado como la presentada ef
esta seccion es de interés para el disefio de un sistema de seguridad activa anti
vuelco y antiderrape, pues se busca permitir la evolucion a lazo abierto mientra
no exista este riesgo. Si el conductor ejecuta una maniobra perturba al sistema ¢
lazo abierto. Si la magnitud de la perturbacién es suficientemente grande, la norm
del estado puede crecer a un valor tal que el indice de volcadura/derrape latera
indique un riesgo. En este caso, se busca conmutar a un modo en lazo cerra
cuya accion de control provoque una disminucion del Indice de Volcadura/Derrap
hasta un valor seguro. Note que el hecho de que sea detectada una volcadurd
derrape, no equivale a que el subsistema activo sea inestable, si no que su conju
invariante es mas grande.

En el Capituld b se muestra la obtencién de un modelo del vehdeu#l ruedas que es estable
cuando no es perturbado en lazo abierto; note que si no lo fuera, el vehiculo volcaria cuando
circulara en linea recta. El modelo presentado es valido mientras no ocurra una pérdida de sus-
tentacion de alguna de las ruedas a lo que llamaremos fase de volcadura o ocurra algun derrape
laterall a lo que llamaremos fase de derrape lateral; si el vehiculo se encuentra en fase de vol-
cadura o derrape lateral, deben obtenerse modelos para el vehiculo en fase de volcadura o en
fase de derrape lateral para luego realizar alguna accion correctiva. Debido a que una accién
de control basada en frenado o traccién/propulsion diferencial no tiene efecto sobre el vehiculo
en fase de volcadura o derrape lateral por la pérdida de adherencia en las ruedas y a que no se
pudieron encontrar actuadores de control eficientes que sean capaces de terminar con la fase de
derrape lateral y volcadura del vehiculo, en esta Tesis se considera que el vehiculo no esta en
ningun instante en fase de volcadura o derrape y en su lugar se previene que el vehiculo entre en
cualquiera de estas fases.

Considerando la estructura conmutada del sistema de seguridad activa vehicular antivuelco y
antiderrape lateral descrita, en este punto se busca encbntyae estabilicen los modadg.

sistema politopico conmutado incierto (2.3[7)-(2.39). De [48], asi como de los Tedreimas B1 y B2
del Capituld 2 el analisis de Lyapunov, con una funcién cuadratica comun, pueden ser usados
para establecer un resultado de acotamiento de las trayectorias del distema (2.B7)-(2.39) como se
muestra en el siguiente teorema:

1En el Capituld b se establece lo que es un derrape lateral y como se cuantifica en un vehiculo de 4 ruedas
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Teorema 3.3.Considere el sistema en lazo abierto

X = A (8(t))X+ By (8(1))w (3.62)
y=Cx (3.63)
z=D;(0(t))x+ E(8(t))w (3.64)

y el sistema en lazo cerradb (2137)-(2.39) cuyos modos evolucionanm, edZ
respectivamente. Si se puede encontrar una matkizOPP = P’ tal que

PAll L AP < 0 (3.65)
paracadaie Zy paracada j=1,...,0, y controladores (3.33) vectorestales que
minimizan:

32 (PA[J] +ATPPRILc+CLBl P+ v“ﬂnxn) (3.66)

para cada i€ Z; y para cada =1, ...,0, donde la i-ésima minimizacion esta sujeta
a

[ILil| < Lmax (3.67)
Amax(PAY + AP+ PRUJLIC+CLIBY P+ v1,Tnn ) < O (3.68)
paravyj > 0, para cada ic Zc y para todo j=1...0, entonces las soluciones del

sistemal[(Z.37):(Z2.39) son Uniformemente Ulteriormente Acotadas para conmut
cion arbitraria en el conjuntd, ¢ = {x(t)|||x(t)|| < ¢y} para todoB € © con

_ 2BmcHPHWmax )\max(P)
Vime )\min(P)7

Cvc Vimec= MiN(vy;) (3.69)
ieZ

donde Whax= sup(|w(t)||)Vty

Bre=_ max_ (&),

D . (3.70)

Aun mas, cuando se conmuta solamente entre modos en lazo cerrado, las trayed
rias estan acotadas por un conjunto mas pequefio dado por:

_ ZBmIcHPHWmax )\max(P)

=mi ' 71

CV7|C V17n’lc )\mm (P) 9 Vl,mlc |r€nzl|r2 (Vl,l) (3 )
Brc—  max ’ B“].’ . 3.72

mic je{1,...p},ieZ ( ‘ wi D ( )

—+
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Demostracién.Considere la funcién candidata de Lyapunév= xXPxconP = P/,P >~ 0 (defi-
nida positiva) comun a todos los subsistemas. La derivalaal largo de las trayectorias del

sistemal(3.62)-(3.64) es:
V=x (PA.-(G) +A,f(e)P> X+ 2B; (8)Pxw (3.73)

parai € Zj; y 6 € ©. De [48], la estabilidad en el sentido de Lyapunov es asegurada si:

V=x (PAV+AVP) x+ 28 Pxw< 0 (3.74)

para todo € Z; y para todoj = 1...0, es decir para todos los vértices del conjuty para
todo subsistema en lazo abierto. Considerandongusg= sup(|iv(t)||)Vt, es la cota méxima de
perturbacion, se tiene:

V<X (PA[H +A$”’P) X+ 2Bme||P|| [|X]| Winax < O (3.75)
donde:
Bmc=  Max (HBW.”) . (3.76)
je{1,...p},i€Zj, Wi

Analogamente a las secciones anteriores existe un niwgggo> 0 para todos los modos en
lazo abierto y para todos los vértices tal quga ||X|| < Vija X% = V1 1aXInxnX CONVga =
2Bnc||P|| Wmax > 0. Por lo que podemos reescribir la Expres[on (13.74) como:

V<X (PAY + AP x4 v jax T nx (3.77)

V<X (PA+ ATP vy jallnn) x (3.78)

Para asegurar quie (3178) sea menor a cero debe cumplirse:

PAY + AP+ vy jallnin < 0 (3.79)

para toda € Z y para todoj = 1..0 y donde a1, Se le conoce como margen de estabilidad.
Note que en la ecuacion anterior se tienen varias incognitas: las asociadas con las enfadas de
y convq |a. Ademas note que la desigualdad:

Voja IX|| < Via X2 (3.80)

puede satisfacerse para tg@d # 0 convy j, finita pues cadAim es Hurwitz; es decir siempre
(excepto en|x|| = 0) podemos encontrar una matAzjue satisface 3.Y9 y que existira un vértice

j = jmY un subsistemay, € Z tal que el eigenvalor dléA[rJnm] +Ai[i1m]/P+v17|a]Inxn es mas grande

gue los eigenvalores de todos los veértices. Es decir, el vgijakel subsistemay, es el peor
escenario de convergencia. Note ademas que la tasa de convergencia depende del tamafo de los
eigenvalores.
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En vista de la Relacion (3.B0) existe un conjunto invarianteudl las trayectorias convergen
dado porQy ja = {x(t)|[|x(t)[| < cvja} con

_ 2Bmia Pl Wmax [ Amax(P)

Sla Vila Anin(P) (3.81)
Vija = |renz|2 (Vija) (3.82)

y .
Brla = je{l,.rr],?}),(iez.a ( ‘B‘["J’}‘ H) ' (3.83)

Ahora considere la misma funcién de Lyapunév= x'Px sélo para los subsistemas en lazo
cerradoi € Zc. Usando el Teorenla 3.2 es posible concluir que las trayectorias estan acotadas
por:

_ 2BrnIcHP”Wmax Amax(P)

3.84
Gl Vimic Amin(P) ( )

con
Vimlc = g‘z'In (V1) (3.85)

y
[i]

Bmic= ma Buill ) - 3.86
mic je{l,...,n})fieaC (H W"H) ( )

Note que el radio del conjunto invariar® 1o = {x(t)|||x(t)|| < cv1a} €s méas grande que el radio
deQyc = {x(t)|[|Ix(t)|| < ¢y c} dado quevimic €s a lo menos 5. ESto es)qja > V1 mic, dado

gue la accion de los controladores aumentan este valor como se muestra en el algoritmo de la
Figural3.4, que es la que se propone para maximizar el margen de estabilidad. En otras pala-
bras, cuando los modos evolucionan tanto en lazo cerrado como en lazo abierto, las trayectorias
convergen &, ¢ = {X(t)|[|X(t)|| < cyc} con

2BmcHF)HWmax )\max(P)
= 3.87
G V1ime )\min(P) ( )

Vime= (V1) (3.89)
ieZ
dondewmax= sup(|w(t)[|)vt y
- il
Bme = e ez (HBW. D : (3.89)

Por lo que utilizando este valor se obtiene:

< 2Bmc”F)HWmax }\max(P)
o Vime Amin(P)

(O]

— G (3.90)
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Sl
i=i+1 iEZla
NO

Vimec = rRElZl’l V1,i

Fin

Inicio

Calcular una matriz P de:
PAV 4+ AP <0, vi=1..vviez;

i=1

NO
iEZlC

S

vy =0

PP (1 i1 1 1 rplils
mlnlzlinzar Z A (PAi +4;'P+PB,;LiC+CL;B,; P+ Vl,il)

Sujeto a: ||L;|| < Lpax

Amax (PALV] +4%p 1 p1c 4 1 BUp 4 v1_i1) <0
Vji=1.0
Tiene &
solucién?
S| i=i+1
L Vi =V +A

Figura 3.4.: Algoritmo para el célculo dg i con modos en lazo abierto

En consecuencia, por virtud del Teordma B2 las trayectorias que inician fuera del céhjyrto
{x(®)|||x(t)]| < cvc} convergen haci®y ¢ y una vez que ingresan permaneceran dentro de para
todo tiempo posterior. El conjunto dado por la Ecuakidn]3.90 es el conjunto invariante mas grande
para todo escenario de incertidumbre y para todo modo tanto en lazo cerrado como abierto. Esto
es, dados los célculos anterioresvdgnc, Cy.c Yy el TeoremaBR del Capituld 2, asi como porque

V = x'Pxes una funcién de Lyapunov comun es posible concluir que las trayectorias del Sistema
(2.37)-[2.39) son Uniformemente Ulteriormente Acotadas en el conjQgtpbajo cualquier

conmutacion.

]

El algoritmo para la estimacion de mc puede visualizarse en la Figdral3.4.

Observacion 3.8 Note que dado que los conjunt@, ;3 = {X(t)|[|x(t)|| < Cva}
Qe = {X(t)||Ix(t)|| < cy,c} son invariantes en lazo abierto y cerrado respectiva-
mente, cualquier superficie de conmutacion
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IX(t)]| = Ccon (3.91)

coNn G jc < Ccon < Cy |a €Ntre los modos en lazo cerrado y abierto, forma un conjunto
invariante Qcon = {X(t)||IX(t)|] < ccon}. EN la siguiente seccion se ocupa esta

informacion junto con el resultado del Teoremal 3.3 para derivar las propiedades
de estabilidad de una ley de conmutacién que depende de la prediccién de una
salida pero que puede ser vista como una del tipo (3.91).

Jr

3.5. Comentarios finales del capitulo

En esta seccidn se presentaron tres extensiones de los resultadds de [56] y [57] para sistemas
gue tienen perturbaciones exégenas. Uno que extiende los resultados para retroalimentacion de
salida, otro que los extiende a sistemas conmutados, con retroalimentacion de salida y finalmente
otro que extiende los resultados para sistemas cuya estructura no permite tener todos los subsis-
temas en lazo cerrado. En los enfoques se utilizan herramientas tipo Lyapunov para derivar la
estabilidad y calcular el margen de estabilidad que sera funcion de la cota de las perturbaciones.
Se propone la resolucion de un problema de optimizacion para garantizar una tasa de conver-
gencia minima en lazo cerrado para poder reducir el conjunto invariante al cuél convergen las
trayectorias. Este resultado se utiliza luego para establecer conjuntos invariantes en lazo cerrado
y abierto. En capitulos posteriores se utilizan estos resultados para la obtencién de controladores
para un sistema de seguridad activa vehicular que mitiga el riesgo de volcadura y derrape.
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4. Estabilidad de sistemas conmutados
con leyes de conmutacion predictivas

En este capitulo se analiza el problema del disefio de leyes de conmutacion predictivas es-
tabilizantes para sistemas lineales conmutados con incertidumbre y sujetos a una perturbacion
exogena; en particular el objetivo de este capitulo es el de establecer las condiciones de estabi-
lidad conmutada asi como, las ventajas de los criterios predictivos de conmutacion.

4.1. Ley de conmutacion predictiva dependiente de la salida

Como se ha mencionado en secciones previas, la conmutacion dependiente de la salida consiste
en una ley de conmutacién determinada por la funcion

(=9(zw) (4.1)

dondel € Z = 1...M. En particular, dado que en aplicaciones vehiculares el riesgo de volcadura
depende de las acciones del conductor, éstas deben de ser tomadas en cuenta para detonar la
accion de control cuando hay riesgo de volcadura o derrape lateral. Debido a lo anterior la funcién

g es también funcién de.

En este capitulo se propone una ley de conmutacién predictiva; es decir, buscamos anticipar la
dinamica del vehiculo perturbada pphasta un horizonte de prediccidry en caso de riesgo de
volcadura o derrape se detona la accion de control y manteniéndose en lazo abierto si no existe
tal riesgo. En otras palabras, en un sistema de seguridad activa vehicular se busca aplicar una
accion de control de manera selectiva si un riesgo predicho existe y permitir la evolucion de la
dinamica en lazo abierto en otras circunstancias.

Con base en lo anterior podemos escribir una ley de conmutacion predictiva dependiente de la
salida y la perturbaciéon como sigue:

((t) =g(z(tp), w(tp)) (4.2)

cont, € [t,t+T] dondeT > 0 es el tiempo que se desea predecir u horizonte de prediccion. Para
poder evaluaf (t) por medio de[(4]2) se utiliza la dinamica del sistema (2.5)-(2.7) con el objeto
de estimar el comportamiento futuro de la trayectoria del sistema a lazo atitertd ). Para
poder integrar (2]5)-(2.7) a futuro, es requerido el conocimiento a priori del comportamiento de
la perturbaciomw para todo instante en el intervalot + T]. Note que como se busca la estima-
cion a futuro mientras la trayectoria evoluciona en un subsistema a lazo abierfo,
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Figura 4.1.: Descripcion del procedimiento de prueba ISCGB3B&rueba del Alce”

La estrategia de la estimacion walebe ser simple en el sentido de consumir los menores recur-
sos de procesamiento numérico posibles pues de lo contrario, el costo de la estimacién compu-
tacional de la perturbacién puede aumentar considerablemente la complejidad y | atehcia
control. En esta Tesis se propone el modelado del comportamiento del conductor como un sis-
tema lineal dinamico, por lo que se usa conocimiento previo de su comportamiento con fines de
prediccion. De esta forma no se requiere el conocimiento a priori de la geometria del camino, ni
de los obstaculos en él. El orden del modelo dinamico del conductor podra ser fijado con base
en un muestreo de su comportamiento y un criterio de desempefo. En este trabajo se consideran
dinamicas de primero, segundo y tercer orden con la finalidad de mantener la simplicidad del
calculo en el algoritmo y se realiza un andlisis numérico del error de estimacion y de la latencia
del algoritmo.

Con el fin de evaluar la confiabilidad de los modelos del conductor propuestos se utiliza una
maniobra conocida como “Prueba del Alce” o “Maniobra de Cambio de Carril” y que se ha es-
tandarizado en la norma ISO 3888-2 (vea Fidgura 4.1). Esta maniobra consiste en una linea de
entrada a una velocidad de al menos 60km na linea de salida, entre las cuales existe un
obstaculo que se debe esquivar. Estas pruebas usualmente se repiten a diferentes velocidades,
incrementando la velocidad gradualmente hasta que el vehiculo presenta derrape, volcadura o
impacte alguno de los obstéculos dispuestos. En la FHigura 4.1 se muestran las dimensiones del
recorrido de referencia.

El desempeiio del modelo del conductor se evalia proponiendo un criterio funcional llamado
Indice de Desempefio, denotado cogpy que es dependiente del error cuadratico total del

1En esta Tesis se denomina latencia al tiempo que transcurre entre el inicio del calculo de la estimacidn de
futuro y la obtencién de dicha estimacion hasta cierto intervalo fijo.
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Orden del modelo  Indice de desempefio

1 416.24
2 535.24
3 901.36

Tabla 4.1.: indice de desempeffio {4.3) como funcion del orden del modelo del conductor para
una maniobra de 1SO 3888-2.

modelo y la latencia del algoritmo, definido por la ecuacion siguiente:

Mt Mp
en=3 3 WlmtNo) W)+ koply (4.3)
=1lm=1
dondew(m+N,) —wW(m) es el error entre el estado del modelo y el comportamiento medido pero
atrasado (memorizado) hasta un horizofte- tsN,, ts es el tiempo de muestreo. Ademas en la
Ecuacionl(4.B), el tiemp@y = Myts es mayor al horizonte de prediccion mas gralges, kop es

un factor de penalizacion de los ciclos requeridos para el célcuanMQQ [W(m+ Ny) —W(m)]2

hasta el tiempdy, y n es el numero de operaciones realizadas para el calculo del indice para
cada horizonte de tiempo. El indice de desempEfio (4.3) toma en cuenta el error y la latencia
del algoritmo en un conjunto de horizontes de tieripaonden = {1,2,..,Mr}. Esto se hace

asi, con el fin de tomar en cuenta el desempefio del algoritmo de estimacion en un intervalo de
horizontes de tiempo, méas que en un solo valor de éstos.

La Ecuacion[(4.13) se ha descrito utilizando directamente un tiempo discreto y no el continuo, con
el fin de esclarecer su implementacion. Los valores continuos que son alimentados al modelo del
vehiculo pueden formarse a partir de los valores discretos de la estimacion usando funciones
constantes por pedazos, se decidio abordar la estimacion del error del modelo del conductor
desde un punto de vista discreto con el fin de poner en una perspectiva mas clara el efecto de la
latencia del algoritmo en la evaluacion de su desempefio.

En la Figurd 4.P se presenta la evolucidn de la maniobra establecida en la Norma 1SO 3888-2 a
lo largo del tiempo, asi como las predicciones de los modelos de orden uno, dos y tres para un
vehiculo SUV Cherokee modelo 2000 cbnr= 0.5s. Las simulaciones se obtuvieron por medio

del software CarSim y el ambiente Simulink de Matlab. En esta figura es posible observar que al
aumentar el orden del modelo del conductor, es posible también predecir con mayor antelacion
la maniobra; sin embargo la prediccion se vuelve mas errética y conlleva mayor latencia, lo
gue afecta adversamente su desempefio como puede observarse en[lalTabla 4.1 calculada para
kop =2

En la Figurd 4.8 presenta la evolucion del indice de Volcadura para las mismas condiciones de
la Figurd 4.2 para modelos de chofer de orden uno, dos y tres. Note como desde esta perspectiva
gréfica, el modelo de primer orden es el que mejor prediccidn provee, siendo capaz de predecir
la duracion total méas precisa del efecto de la maniobra. Con base en los resultados anteriores,
es posible concluir que el modelo de primer orden es el que resulta mas conveniente tanto para
la efectividad de la prediccién como para conservar la simplicidad del algoritmo. Debido a lo
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Figura 4.2.: Comparativa de la respuesta de modelos de chofendén uno, dos y tres para la
prueba ISO 3888-2 aplicada a un vehiculo SUV Cherokee 2000
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Figura 4.3.: Comparativa de la prediccion de la salida Rl conetosdde chofer de orden uno,
dos y tres para la prueba ISO 3888-2 aplicada a un vehiculo SUV Cherokee 2000
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anterior, en esta Tesis se selecciona un modelo lineal depdrden para la estimacion de la
perturbacion comv € R a un horizonte de prediccioh:

W= kr(W(t) —w(t—T)) (4.4)

dondekt es una constante positiva que se sintoniza para obtener el mejor indice de Desempeio.

En [4]1] se puede encontrar una discusion acerca del comportamiento dinamico de éstos y otros
modelos de chofer.

Observacién 4.1En la Tesis se considera que la perturbacién exégena w es
desconocida pero acotada cuando se disefian los controladores y se estudia
estabilidad del sistema. Esto se hizo asi, puesto que se desea que la tarea de disg
pueda hacerse fuera de linea; ademas note que soélo es necesario conocer el valor
mas grande de esta perturbacion para obtener un resultado de estabilidad. Por

otro lado, la implementacion en linea requiere el conocimiento de w para estimalr
el riesgo de volcadura/derrape y para detonar la conmutacion del control que
previene el incremento de este riesgo.

= O
o

4.2. Control conmutado por una ley de conmutacion
predictiva para sistemas inciertos

Considere el sistema politépico conmutado incierto (2.87)-(2.39), con un subsistema que se
desea evolucione en lazo abierto y un subsistema en lazo cerrado acorde al disefio de un siste-
ma de seguridad activa vehicular. En esta seccion buscamos condiciones para que el siguiente
objetivo:

120)] < Zes (4.5)

se cumpla para todio> 0 donde 0< Zef < Zmax Y Zmax CONstituye un riesgo inminente de vol-
cadura y/o derrape lateral, en el Capitulo 6 se mostrara la metodologia de estimacion de esta
variable.

Suponga que existe una matRAz controladores
vi(t) = LiCx (4.6)

como se describe en el Capitlilb 3, de manera que las trayectorias del Sisterd (2.87)-(2.39)
son Uniformemente Ulteriormente Acotadas con conmutacion arbitraria en el cofggte-
{X@)[IIX()|l < Ccon} cONCy jc < Ccon < Cy 1a (vea Observacion 3.8).

En lo que sigue se establecera una estrategia de conmutacion y condiciones tQgs qam-
cida con un conjunt®@et = {||x(t)]||||z]] <zet} de manera que las trayectorias del sistema
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Figura 4.4.: llustracién del efecto de la prediccion.

(2.37)-[2.39) sean Uniformemente Ulteriormente Acotadas en un conjunto de estados que no re-
presenten una condicion de riesga)| < zef.

Observacion 4.2Una manera de definir una ley de conmutacion estabilizante
puede ser conmutar una vez qist)|| = zef, en este caso podria ocuparse el re-

sultado de estabilidad del Teoremal3.3 para garantizar que las trayectorias nuncg
entran en riesgo de volcadura o derrape lateral, siempre y cudRgg O Qref.
Sin embargo, en este caso se esperaria a que el vehiculo llegue a una condicion
critica de operacion para aplicar la Ley de Retroalimentacion de Salidd (4.6),
por lo que otra opcién para mejorar el desempefio seria conmutar con base en |a
prediccion de riesgo. El resultado del Teoremal 3.3 podria usarse también para
derivar las propiedades de estabilidad del sistema, ya que el Tedreina 3.3 utiliza
un enfoque de funcion de Lyapunov comun, por lo que se puede utilizar un cri
terio de conmutacion arbitrario siempre que se conmute antes déxgud = Ccon.

=2

En este trabajo, se utiliza una prediccién de la perturbagi@arun horizonte de prediccién,

es decinw(t + T), para predecir el valor de la salidé + T) y determinar si existe un riesgo a
futuro. En la Figuré 414 se ilustra de manera gréafica el comportamiento que tiene una estrategia
de conmutacion predictiva como la descrita. La @lacorresponde a el modo activo con un
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estado actual dibujado como el pumto Se dibuja una bola sombreada que indica que en cual-
quier punto de su interior no hay riesgo. Esta bola sombreada se obtiene estableciendo umbrales
de referencia para los indicadores de riesgo Rl y Sl (que constituyen la zgaliiatodo punto

de la bolaO1 no existe riesgo puesto que se encuentra en el interior de una region sombreada.
Por ejemplo en el puntg no existe riesgo presente. Suponga que se puede realizar la prediccion
del estado y que esta prediccion se realiza a partif Hasta el estado prediclg que esta fuera

de la bola sombreada, es decir la prediccién indica que habra un riesgo. Debido a que se predice
un riesgo la conmutacién a lazo cerrado es efectuada para mitigar el riesgo de manera eficaz.

Note que en una estrategia de conmutacion predictiva como la descrita, se requieren dos criterios
de conmutacién. Un criterio que decida cual es la descripcion mas adecuada de la dinamica del
sistema y otro criterio predictivo que decide si el modo o subsistema debe evolucionar en lazo
abierto o en lazo cerrado.

Observacion 4.3 La conmutacion propuesta en esta Tesis se realiza en dos nivele
El primer nivel es un criterio de eleccion de modo que determina la descripcion
dinamica méas adecuada, es decir se encarga de establecer como activo al mo-
do/subsistema que tenga la descripcibn mas exacta respecto a la real. El segundo
nivel es un criterio que establece si es necesario aplicar un controlador al modg
activo y esta dado de la siguiente manera:

[#8]

4.7)

- Modo en lazo abierto si ||z(tp)|| < Zet At > 1tp
~ | Modo en lazo cerrado si ||z(tp)|| > Zet

donde p € [t,t +T] y t es un tiempo de residencia minimo que se usa para evitaf
el castafieo o chattering en la superficie de conmutacion que#fig) || < zes.

Aunque no se pudo encontrar en la literatura un criterio dec&le de modo sustentado en al-

gun analisis matematico, ni algun criterio para la eleccion de la cantidad de modos de operacién
gue mejoren el desempefio, se logro establecer que una Unica linealizacion representa el peor
escenario de desempefio de la estrategia de control presentada en esta Tesis, y el desempefio me-
jora realizando linealizaciones en varios puntos de operacion dependientes de la velocidad del
vehiculo. En la Seccidn 1.3 se ilustra el criterio de eleccion de modo descrito en este parrafo asi
como también se ilustra como una sola descripcion lineal es menos exacta que varias descripcio-
nes lineales y el desempefio de la estrategia propuesta en esta Tesis mejora utilizando mas de una
descripcion lineal.

Note ademas que se puede elegir el criterio de conmutacién de manera arbitraria, siempre y cuan-
do se cumplan las condiciones del Teoréma 3.3 para el caso de un sistema conmutado politopico
con modos en lazo abierto; por lo tanto, el criterio en dos niveles descrito no afecta las propieda-
des de estabilidad si se cumplen las condiciones del Tedreia 3.3.
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A continuacion se establecen las condiciones de estabilieldal Ley de Conmutacioh (4.7).

Teorema 4.1.Asuma las consideraciones del Teordmd 3.3. La Ley de Conmutar

cion (4.7) estabiliza al Sistema Conmutafo (8.62)-(3.64), [2[37)3(2.39.an=

{IIX®)|IIIz]] <zet} con la Ley de Conmutacion (4.7), si se puede encontrar una
matriz P> 0,P = P’ tal que [3.65) y[(3.66) se satisfacen cbn(8.68), y si

Zef — (Em+ DmBmg> Wmax

Cuc < Ceon= Dpe T <OCla (4.8)
donde
B = gmax (I1Bwi(8)l]) = max({[Bwi(t)[} (4.9)
Dm = max ([[Di(8)[}) = max([Di(t)[) (4.10)
En = omax (I&®)]) = max(|&®)l) (4.11)

|®@i(0,t)]| < pe®, Vi € Zj5 con ®;(0,t) la matriz de transicion de estados, g
esta dado porl(4.13) y,6, esta dado por

_ 2B‘nIaHPH Wmax | Amin(P)

412
CV,'a VlJﬂa )\rnax(P) ( )
Vimla= .renz'2 (V1)) (4.13)
_ [i]
Brmla = je{17.r.r.17?}~),(iez|a ( ‘BW" H) ' (4.14)

Demostracion.Para probar el resultado del Teorema 4.1 primero se probara que la Ley de Con-
mutacion [[4.7) en el tiempo presente hace al sistémal (3.62)-(3.64), (2.37)-(2.39) estable, luego
se mostrara que con la prediccion también es estable.

Del Teorema 33 y la Observacibn3.8 es posible concluir que cualquier supgxfieieccon que
satisfaga

Cvlc < Ccon< Cy la (4.15)

define un conjunto invariante. En lo siguiente probaremos que la Ley de Conmufacion (4.7)
define una superficie que cumple cbn (4.15) y que ademas asegufal|qdee¢. Con este fin,
considere la evolucion del sistema en lazo abierto con una perturbacion daggaspgrcon un

56



tiempo inicialto = 0 esto es
z(t) = Di(t)®;(0,t)xo + Ei (t)w(t) + Dj(t) /Ot i (T,1) By (T) WmadT (4.16)

donde®;(0,t) denota la matriz de transicion de estados|([64])-@simo subsistema en el inter-
valo [0,t]. Calculando la norma dé(4]16) tenemos que:

t
1z®)[ < [IDi ) [[11Pi (0,) || [[%oll + 1Ei () [ [w(t)] + [[Di(t) | H/o Pi (T, 1) B (T)WmadT || (4.17)

Considere[(4]9)-(4.11) entonces se tiene que:
12(t)|| < Dm||®i(0,t)||€ + EmWmax+ DmBmWmax /Ot ®;(1,t)dt (4.18)

dondel|xo|| < €. Note qud|®;(0,t)[| < pe &, Vi € Zi, y ||®i(0,t)| < re S, Vi € Z para algunas
constante®,q,r,s > 0. Por lo que[(4.18) puede reescribirse para su evolucion en lazo abierto
como:

201 < Drpe e+ Entmas+ DeBritnas | pe 9V

—  Dmpe % + EmWimax- DmBmwman(l e (4.19)

< Dmpg+ EmWmax+ DmBmeaxg < P1 < Zet (4.20)

De (4.20), el valor de que satisfacé (4.20) en la igualdad para thdesta dado por:
et — (Em+DnBin ) Wrax

€=
Dmp

Si € satisface[(418) por virtud del Teorernal3.3 y la ObservaCioh 3.8 es posible concluir que
las trayectorias dé _(3.62)-(3164), (2.3[7)-(2.39) son Uniformemente Ulteriormente Acotadas en
Qret = {||X(t)]||]|z]| <zet} con la Ley de Conmutacion (4.7) en tiempo presente (sin prediccion
dew 0 z). Observe que el uso de un tiempo de residencia mipierolazo cerrado no afecta las
propiedades de estabilidad.

(4.21)

Ahora considere la evolucion del sistema predicha a un horizonte de tiEpgpee de manera
analoga a(4.19) toma la forma

t+T
lzt+ < Dmpe_q(t+T)a+ EmWmax—+ DmBmeaX/ pe_q(t+T_T)dT
0

—  Dmpe 9 e 4 EnWimax+ DmBmean(l _ et (4.22)
< Dmpe 9Me + EqWimax+ DmBmeaxg < P2 < Zet (4.23)
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El valor deg que satisfacd (4.23) en la igualdad esta dado por:

Zref — (Em + DmBmg> Wmax
Dmpe a7

Ccon=E€1 = (4.24)

Si e1 satisface[(4)8) por virtud del Teorermal3.3 y la Observakciéh 3.8 es posible concluir que
las trayectorias dé (3.62)-(3164), (2.3[7)-(2.39) son Uniformemente Ulteriormente Acotadas en
Qret = {||x(t)]||||z]] <zet} conlaLey de Conmutacioh (4.7). Note que la qut@s mas pequefio

o igual ap; por lo que el riesgo de volcadura es menor, lo que resulta en un mejor desempeiio,
es decir con la prediccion se aumenta el margen de estabilidad. Observe que el uso de un tiempo
de residencia minim en lazo cerrado no afecta las propiedades de estabilidad.

]

4.3. Comentarios finales del capitulo

En este capitulo se obtiene una ley de conmutacion predictiva dependiente de las perturbacio-
nes, la saliday del tiempo para un sistema conmutado politépico. Las condiciones de estabilidad
para la conmutacién propuesta se derivan del Teokema 3.3 del Capitulo 3.
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5. Modelo dinamico de un vehiculo de 4
ruedas.

En esta seccidn se deriva un modelo no lineal de la dindmica del vehiculo de cuatro ruedas
gue toma en cuenta la geometria del vehiculo, su suspensién, fuerzas exdgenas asi como el tipo
de terreno y llanta para el propésito de estimar el riesgo de volcadura y derrape lateral. Con
base en este modelo no lineal y en la expresiones de las cotas de las incertidumbres, se deriva
un modelo lineal conmutado politépico.

5.1. Dinamica traslacional

Para el modelado de un vehiculo de 4 ruedas, en la actualidad existen dos enfoques que son muy
utilizados. El primero es utilizando métodos de teoria fisica como el de Euler o Lagrange y de
esta manera se obtienen modelos muy precisos, sin embargo las ecuaciones pierden su referencia
a cantidades fisicas debido a que los calculos son realizados para sistemas coordenados genera-
lizados [65].

El segundo enfoque es utilizar las leyes de Newton en los diferentes sistemas coordenados de
la dinamica del vehiculo. Bajo este enfoque se determina el modelo del vehiculo en esta Tesis
y esta inspirado en los trabajos de![65],/[66] vI[67]. Se denota con subindices algunas variables
y parametros de un vehiculo de 4 ruedas como sigiue: {FL,FR,RL RR}, dondgy € {F,R}

se refiere la rueda frontal o posterior respectivamentes L, R} se refiere a la rueda derecha

0 izquierda respectivamente. Se asume que el chasis del vehiculo se comporta como un cuerpo
rigido con un centro de graved&oG). En esta Tesis se consideran 6 ejes coordenados, 4 con
origen en el centro de cada rueda con &gy, Yivgn, Zwgp Y fijo a cada rueda, el segundo con
origen en el centro de gravedad con efesc, Ycog, Zcoc Y €l tercero fijo (respecto a los dos
anteriores) en algun lugar a nivel del camino con ejes en donde se encuentra el centro de grave-
dad de la masa amortiguada por la accién de la suspeKgionn, Zin. (Ver Figural5.11). Estos
sistemas seran denotados como sigue:

= Y CoG Sistema coordenado de la masa amortiguada con origen en el centro de gravedad.

» Y Wogh Sistema coordenado para cada una de las las ruedas con origen en el centro de cada
rueday fijo a cada rueda.

= Y In Sistema coordenado inercial.
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CoG

Figura 5.1.: Sistemas coordenados utilizados para la gegmmide la dinamica del vehiculo.

Con el término masa amortiguada o masa del centro de gravagksl se entiende como la
porcion de la masa total del vehiculo que se encuentre conectada a la suspension que da lugar
al peso amortiguado. Al resto de la masa total menos la masa amortiguada se le llama en esta
Tesis masa no amortiguadg y es la suma de las masas de las llantas, rines, balatas, y todos los
componentes de la suspension incluyendo amortiguadores y resortes.

Se puede definir de manera simple los grados de libertad de un sistema dinamico, como el nu-
mero de movimientos independientes que un objeto puede ejecutar en un espacio tridimensional.
Los grados de libertad decoc estan conformados por tres desplazamientos longitudinales del
chasis a lo largo de cada coordenadg@oG, y tres angulos de rotacion con respecto a cada
eje coordenado. Estos angulos son medidos alrededor de cada uno de ¥ gfelamados

alabeo o roll y se denota congo cabeceo o pitch denotado cog giro o yaw denotado como

Y. Enla Tabld 51 se presenta la nomenclatura utilizada.

El CoGtiene el origen en el centro de gravedad del vehiculo y todo movimiento de la masa
amortiguada estara referenciado al sistema coordep&uis. El sistema inercief In se con-

sidera fijo durante el movimiento del vehiculo a diferencia del resto de sistemas coordenados, y
se encuentra a una distancia suficienteQEb y a nivel del suelo. Entre el suelo y cualquiera

de las llantas en contacto con el suelo, existe una superficie de contacto con centroide denotado
COMORP.y.

Considerando de existe siempre adherencia entre las llantas y el suelo, la fuerzas que interaccio-
nan en eCoGson la siguientes:

[ XcoG ] _ 1 [ > Fxgy + Fxv+MgXroad+ Fr (5.1)
McoG

YcoG - > Fygy + Frv—mgdroad

dondeFxgy, Frgy son las fuerzas en los puntos de contacto de cada rbgdé#y y es la fuerza
del viento en sus component§sY respectivamenteroad €S la pendiente del camindrgag €S
el peralte del camino ¥ es la resistencia de rodamiento.

Las fuerzas del viento se pueden aproximar por [65]:
Fxv = —Caxlr o (Vx — v — Viysiny 5.2

Fv= —cayAL% (VW + VixSinP— vacosw)zsign(—vwxsianJr ViyCOSY) (5.3)
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Tabla 5.1.: Nomenclatura

Ogp Angulo de Deriva Lateral en la Rueda.
B Angulo de Deriva Lateral del Chasis.
OwL, OwR Angulo en la Rueda Frontal Izquierda, Derecha.
1 Angulo de giro o Yaw.
X Angulo de Cabeceo o Pitch.
) Angulo de Alabeo o Roll.
dRoad Angulo de peralte del Camino.
XRoad Angulo de Pendiente del Camino.
ax, ay Aceleracion Longitudinal, Lateral del COG.
b Distancia entre las Ruedas Frontales (Ancho del Chasis).
Cy, Co Coeficiente de Amortiguamiento del amortiguador.
Fsgh Fuerza Lateral en el Centro de la Rueda.
Fzgp Fuerza Vertical en el Punto de Contacto.
Fxgp» Frgn Fuerza Longitudinal, Lateral en el Punto de Contacto.
FLgp Fuerza de Aceleracion/Frenado en la rueda.
g Gravedad.
h Altura del CoG respecto al suelo.
Jy Momento de Inercia Alrededor del efeoc.
Ji Momento de Inercia Alrededor del efeoc.
ko, k1, ko, k3 Constantes de la Llanta.

Ko, Ky Constante de rigidez del resorte, respecto al alabeo, cabeceo.
I Largo del chasis, de eje frontal a eje posterior.

lv,Ih Distancia del CoG al eje frontal, posterior.
m Masa Total del Vehiculo.

McoG Masa Amortiguada.
my Masa No Amortiguada.
M Coeficiente de friccion suelo-llanta.

dondecyy, Cay, Py SON constantes, el area frontalAsy lateral A, viux, wy €S la velocidad del
viento en su componentey respectivamente.

Observacion 5.1 Debido a que el area frontal Ay lateral A de un vehiculo de 4
ruedas regularmente es pequefa y la velocidad del viento es regularmente baja, en

esta Tesis las fuerzas del viento se consideran despreciables para el problema|de
derrape y volcadura lateral.

D
D
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La resistencia de rodamiento es ocasionada por propieddHdesizas de la llanta con el suelo,
y es una fuerza que se opone a la fuerza de traccion/propulsion.

Observacion 5.2 En esta Tesis se considera que la resistencia de rodamiento e
compensada por la traccion/propulsion del vehiculo.

ry-y
U7

La pendiente y el peralte del camino son valor que tiene loiutees dadas por la normatividad

de cada pais y regularmente son angulos pequefios. Estos angulos tiene un efecto en la dinamica
del angulo de alabeo que consiste en el levantamiento del centro de gravedad del vehiculo. Entre
mas alto es el centro de gravedad el riesgo de volcadura es mayor.

Observacion 5.3En esta Tesis se considerara en secciones posteriores que [g
altura del centro de gravedad es un parametro que esta sujeto a variaciones para
A

P=-2

el disefio de controladores antivuelco y antiderrape lateral, por lo que el efecto d
la pendiente y peralte en el derrape/volcadura se considera que esta incluido €
cambios de la altura del centro de gravedad.

n

Bajo las consideraciones anteriores y con la finalidad de septar la dinamica de vuelco y
derrape lateral, se tiene que la dindmical(5.1) se puede aproximar por:

McoG

{ YcoG meos | 3 Frgn

Las fuerzas en los puntos de contacto de cada rueda se calculan en la siguiente seccién. A con-
tinuacion se realiza una transformacion para poder representar el Modeélo (5.4) con variables de
estado internas. Esto se hace de esta manera, debido a que soélo es necesario el uso de variables
internas como la velocidad, angulo de deriva y angulos de Euler para describir la dinamica del
vehiculo y para evaluar el riesgo de volcadura/derrape y por tanto las restricciones no-holonémas
no se tomaron en cuenta.
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Observaciéon 5.4 Para esta aplicacion, la descripciéon del posicionamiento car-
tesiano o navegacion no es necesaria, ya que para estimar y mitigar el riesgo dge
derrape/volcadura, se usan variables de la descripcion dinamica del vehiculo como
su orientacion, su velocidad rotacional y la magnitud de su velocidad traslacional|
Lo anterior debido a que los indices de volcadura y derrape estan relacionados
con las fuerzas a las que se somete el chasis y estas pueden estudiarse de manera

¢

)

\"F4

independiente a la navegacién del vehiculo. En otras palabras, la descripcion d
la volcadura y el derrape de un vehiculo son independientes de la descripcion ¢
la navegacion del vehiculo.

D

e

Cabe mencionar que el proceso de navegacion lo resuelve elatoncel cual da como entrada

el angulo de las llantas que si se toma en cuenta en el modelo. Si el problema a resolver fuera el
de seguimiento de trayectorias, tales restricciones no-holonémas serian evidentes en el modelo
matematico que representara la dinamica del vehiculo.

Con la observacion anterior en mente, note que mientras el vehiculo esta en movimiento, las
propiedades elasticas de la llanta permiten la existencia de argyl¢ngulo de deriva lateral

de la llanta) entreX,y y la direccion deP.g,. Cada angulo de deriva en cada llanta contribuye a

un angulo de deriva del chasis (B) que es la diferencia entre el angulo (respg¢tae un eje
longitudinal y fijo al chasis y la direccion d€loG. Si consideramos que a media/alta velocidad
s6lo son posibles angulos pequefios en la direccion, entdpees- dwrr = 0. Se tiene que:

Fxre=FrL—Fsrd® | Frre=Frd+FsrL
FxFr=FFrR—FsrR® : FyrFr= FLFRO+FsFr
Fxre=FRrL ; FyrL=FsrL
Fxrr=FLRR ; FyrrR= FsrR (5.5)

En (5.5), las fuerzas longitudinales en el centro de la rigglason calculadas como el par de
frenado/aceleracion de la rueda multiplicado por el radio de la rueda, esdgc# Zg,rwgy- En

la literatura existen varios estudios acerca de la determinacion de una expresion matematica que
reproduzca fielmente la dinamica de las fuerzas laterales en el centro de l&djgntaecuen-
temente las fuerzdss;, son aproximadas como funcion dg,. En este capitulo se considera la
aproximacion propuesta en |65] debido representa una buena aproximacion a datos experimenta-
les. Ademas, la aproximacion de [65] es mucho mas simple en comparacién con la aproximacion
de [68]. La aproximacion dé [65] es:

F~
Fsgh = Ko(k1 — k—zgh)ligh arctarkso gy (5.6)

dondek, > 0,a=0,..,3 son funciones que dependen de las caracteristicas de la llanta y el ca-
mino. Para estimamg, considere la descripcion de la Figlral5.2. Se asume que el origen de
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Figura 5.2.: Modelo de biciclo.

Y 1n S€ encuentra suficientemente lejano@e( tal que el desplazamiento @®Gen el ejeZ),
puede ser despreciado. Ademas la velocidad de la rueda delantgrace scoc, dondevees €S
la magnitud de la velocidad d€loG, por lo que se tiene:

Vwr SiN(d— o) = Iyl + VcoSinB (5.7)

VwE COS(0 — OF ) = VcocCOSB (5.8)

Dividiendo [5.7) entre[(5]8) y asumiendo que los angalpg3 son pequefios y queec > 0, se
tiene que sif ~ 3, coB ~ 1, tandg ~ O se tiene que:

O =6—B— W (5.9)
VCoG
oR= B+ W (5.10)
VCoG
Por otro lado la dinamica traslacional del punto de vistg gees:
Xln _ COS(B + ljJ)
i | = S &4
Diferenciando respecto al tiemgdo (5.11) se obtiene:
Xin | —sin(B+y) : cos(B+ )
| —veocB )| o) | s | b (5.1
Transformandd_ (5.12) al sistema coordendggg se obtiene:
XcoG | —sinf . cosB
{ yCZG } = Vcoc(B+ W) { cosp } +VCOG{ sinp } (5.13)
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McoG McoG
B SFgy  BYFxgn
VCoGIMcoG  VCoGIMTCoG

Substituyendd (516) eh (5.5) y a su vezlen (b.14) y (5.15) se obtienen las expresiones que consti-
tuyen la ecuaciones de la dinamica traslacional:

>Fgy  0fa(d,B,W)f2(FzrL, FzeR) N BS(FLFL + FLFR)

VCoG =

(5.15)

VcoGc =

McoG McoG McoG
n Bfl(&Ban)fZ(FZFLyFZFR)+f2(FZFL,FZFR)f4(FZRL,FZRR)
McoG
(5.16)
B = OFLFL +OFLFR+f1(8, B, W)f2(FzFL, FzFR) + f2(FzFL, FzFR)fa(FzRL FzZrRR) — BY FLgy
VcoGNCoG
Bof1(3,B, W)fa(FzFL, FzrR)
+ -y
VcoGMCoG
(5.17)
donde:
H(5.6.0) = arctan( (6 p v ))
VCoG
f2(FzrL,FzFR) = ko [(k —E> FzrL + (kl EFR) FZFR}
f3(B, ) = arctan(kg( Ith))
VCoG
fa(Fzru,FzrrR) = ko Kkl— er_:L) FzrL+ (k1— @> ERR]
(5.18)

En la Secciof 513 se determinan las fuerzgg con base en un analisis de dinamica rotacional
del chasis.

5.2. Dinamica rotacional

Como primer paso en la derivacion de la dinAmica rotacional, se calculara el angulo de giro del
chasis el cual es resultado del balance de pares:

. b
370 = (Frrr+FrFL) Iv — (Frrr+FyRU In (FxRR+ FXFR— FxFL — FXRL) 5 (5.19)
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b —»l
FzrL Fzrr

Figura 5.3.: Fuerzas verticales en los puntos de contadta(posterior).

MCoGax
L — UL B i
ngOG hCOG
A Lf > » Lr :T
PEmma]
Fzr Fzr

Figura 5.4.: Fuerzas verticales en los puntos de contadta(hateral).

Substituyendd{516) ef(5.5) y a su vez[en (b.19) se obtiene la dindmica de giro:
) ly ) Iy .
b = 5 (OFLFL +OFLFR+11(0, B, W) f2(FzFL, FzFR)) — Efs(ﬁ, P)fa(FzrL, FzrRR)

b b b .
+EFLFR+ EFLRR_ 2% (FLrL+FLFL — O71(9, B, W)fs(FzFL, Fzrr))  (5.20)

dondef1(8, B, W), f2(FzrL, FzrR), f3(B, U), fa(FzrL, FzrR) €stan dadas pdr (5118) y

f5(FzrL, FzFR) = ko [(k - %) FzeL — (k - ?) EFR} (5.21)
2 2

Para calcular la dinamica de alabeo, la suspension es idealizada como un resorte de torsién y un
amortiguador de torsion distribuidos alrededor de un eje longitudinal imaginario que atraviesa el
chasis y pasa por €oG (ver Figurd5.B). Con base en lo anterior, el balance de pares es:

Jo® = Mcocayh — Ky ¢ + meocghd — cp (5.22)

y siguiendo un procedimiento similar para la dindmica de cabeceo se tiene

X = Mcocaxh — ky X + McocghX — cxX (5.23)
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dondeay es la aceleracion lateral del chasisyes la aceleracion longitudinal del chasis. Utili-
zando[(5.4), la aceleraci@) puede ser aproximada como:

. > Frap
ay ~ == == 5.24
y & Yeoe = 1 (5.24)
ademas note que
. z FXgh
ay ~ === 5.25
x = XCoG — ( )
de tal forma que substituyendo (5.24) en (5.22) se obtiene:
Jpd =h> Frgy — Mghdroad) — Ky + Mcocghd — cpd (5.26)

Substituyendd (516) e (5.5) y a su vezlen (b.26) se obtiene la dinamica de alabeo:

b = % (OFLFL + OFLFR+§1(8, B, Y)f2(FzFL, FzrR) + f3(B, W) fa(FzrL, FZRR))

mghdroad B ﬁ
Jo Jo

dondef1(8,B, W), f2(FzrL, FzrRr). f3(B, W), f4(FzrL, FzrR) estan dadas pdr (5118).

09 (5.27)
)

Observacion 5.5 En la literatura se ha reportadol([31]/ [18]/[14] entre otros) que
Y y X no tienen un efecto considerable en la volcadura. Por otro lado, el angulo d
cabeceqy tiene un efecto sobre la dinamica del angulo de alabeo que consiste en
el levantamiento del centro de gravedad del vehiculo, es decir entre mas alto es
centro de gravedad el riesgo de volcadura es mayor (ver Capitulo 6). En esta Te
se considera que la altura del centro de gravedad es un pardmetro incierto qui
esta sujeto a variaciones para el disefio de controladores antivuelco y antiderrape
lateral, por lo que el efecto del angulo de cabeceo en el derrape/volcadura estg
incluido en cambios de la altura del centro de gravedad. Por otro lado, la dinamic
del cabeceo se omite a continuacién debido a que esta Tesis no tiene como objetivo
de control estabilizar la actitud del chasis alrededor del jgcY

o

(7]

L= ANY "2 4

En la Secciof 513 se determinan las fuerzgg con base en un analisis de dinamica rotacional
del chasis.

5.3. Modelo completo

En las secciones anteriores se determina la dindmica traslacional y rotacional de un vehiculo de
4 ruedas, sin embargo note que existe dependencia de las fuerzas verticales en los puntos de
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contacto en las funciongs(Fze L, FzrR) Y fa(FzrL, FzrR). Para obtener las mencionadas fuerzas,
considere([65] la Figura 8.3, realizando un balance de momentos en el punto A se tiene:

FzrL =

F2Fr =

FrL =

FzrL =

McoG

(33
(5-3)(:
(32

(#3)(:

hay mulhg
“b—g)+ 2l
hay mulhg
b—g>+ 2l
hay mylvg
“b—g)+ 2l
@ mylvg
bg 2l

(5.28)
(5.29)
(5.30)

(5.31)

Para eliminar la dependencia de la aceleracién del chadis de (5.28)-(5.31), se utiliza la expresion

(.23),

Substituyendo las Ecuacionés (8.32) y (5.33) en {5/28)4(5.31) se obtiene:

FzrL=

FzrL=

lvgm

2|
lygm
2|

~

Ay ~

Ko

Mcogh

_ Inked kX
b 2l
Inkod  keX
T
ket ke
b ' 2l
lvko®  KyX
b 2l

kxKop $X
Ibgmeoc
kxKop $X
Ibgmeoc
kKo $X
Ibgmeoc
kxKo 9X
Ibgmeoc

(5.32)

(5.33)

(5.34)
(5.35)
(5.36)

(5.37)

Observacion 5.6La dinamica del cabeceo se omite a continuacién debido &
gue esta Tesis no tiene como objetivo de control estabilizar el angulo del chasis

alrededor del eje Yo
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Con base en la observacion anterior, las Ecuacidnes (5.3%}(@ueden aproximarse como:

| [
o _lham ke

S (5.38)
Fzrr= Ih%q % (5.39)
FzrL= |V§|m_ |V:<g¢ (5.40)
FzRL= |V§|m+ Ivrgq) (5.41)

Del desarrollo de la dinamica traslacional (5.16)-(5.17), rotacig¢nall(5[20)] (5.27) y de la dina-
mica vertical [5.3B)E(5.41), considerando nuevamente que la dinAmica del cabeceo no tiene un
efecto significativo en la dinamica lateral del chasis, y que la fuerza gravitacional del peralte esta
incluida en la del angulo de alabeo se tiene que el modelo completo queda denotado como:

>Fgy  Of1(8 B W)f2(FzeL, FzrR) n BO(FLFL +FLFR)

VcoG =

McoG McoG McoG
N Bfl(éaBan>f2(|_7FL;|_7FR>+f3(|37qJ)f4(r7RLar7RR)
McoG

(5.42)

5 — OFFL + OFLFR+ (8, B, W)f2(FzFL, FzrR) + 3(B, W) fa(FzrL, FzZrR) — BS Figp

VcoGNCoG
BdF1(3, B, Y)f2(FzFL, FzFR)
T -y
VcoGNCoG
(5.43)
b = %(5FLFL+5FLFR+f1(5,B,L'IJ)fz(szL,szR)+f3(B,(p)f4(|‘7RL,FZRR))
Mghdroad Ko C
B L
(5.44)

b = ‘lj_\;(6F|-F|-+6FLFR+]C1(67[37qJ)f2(FZFL,FZFR)) - 3—;?3(3, U)fa(FzrL, FzrR)
* %FLFRjL %F'-RR_ % (ALRL+ FLrL — 071(8, B, W) fs(FzFL, FzFR))
(5.45)
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donde:

f1(3,B, ) = arctan(k3 (5_[3_

f2(FzrL,FzFR) = ko [(kl— ri—?) FzeL + (kl— EFR) '_ZFR}

f3(B,W) = arctan(k3 (—B+ |th)

fa(FzrLFzrR) = ko Kkl— @') Fzri+ | ki — ERR) FZRR]

ko ke
fs(FzrL,Fzrr) = ko Kkl— Ek_?_) FzrL — (kl— rjk—zR) rYFR}
FzrL = Ihzilm— Ih:(gq) (5.46)
Fzrr= Ihziler Ih:(gq) (5.47)
FzrL= Iv%n -~ 'V:(gq) (5.48)
FzrL= |V§|m Ivrgq) (5.49)

En (5.45) las entradas de control $§n= [F_rL, FLER, FLRL, FLRR], © €S una perturbacion exdgena

y esta constituida por el angulo en las ruedas frontales proporcionado por el chofer por medio
del volante de la direccion. En la siguiente seccion se derivara un modelo lineal politépico del
vehiculo con base en el modelo no lineal dado en las Ecuacionek (5.42)-(5.45).

En el Capituld b se obtiene una estimacién del riesgo de derrape lateral llamado Skid Index
(SI), que puede ser calculado por medio de una funcion dependiente del estado del sistema que
representa la dinamica del vehiculo. De manera analoga se obtiene la estimacién del riesgo de
volcadura RI, que también puede ser calculado por medio de una funcién dependiente del estado
del sistema que representa la dindmica del vehiculo.

Note que para la obtencion del sistema dindmico que representa la no linealidad de la dinamica
del vehiculo[(5.42)E(5.45)), se realizaron varias simplificaciones y/o consideraciones. Entre ellas,
tres que son relevantes para el desarrollo de la Tesis se ilustran en la[Eigura 5.5. En esta figura
hay una bola negra con su frontera dibujada en linea punteada, en cualquier punto de su interior
|SI| < 1y por lo tanto no puede haber derrape lateral. De manera analoga en el interior de la bola
negra con frontera dibujada en linea solida, no puede haber una volcadura [Rifguéd. Es

claro que en el interior de la interseccion de estas dos bolas no hay riesgo de derrape lateral ni
de volcadura y en cualquier otro punto ocurre: un riesgo inminente, una volcadura o un derrape
lateral. Por tanto, el modelo es valido soélo en la region donde no hay riesgo de volcadura ni
de derrape lateral, es decir en el interior de la interseccién de las bolas negras. Usualmente se
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Figura 5.5.: llustracion de la region de validez del modelie ya region de no riesgo. EI modelo
es valido siempre y cuando no ocurra una pérdida de adherencia en la llanta, es decir
como el interior de la bola negra mas pequefa. La region verde ilustra la region
donde el Sly el RI tienen valores considerados seguros.

establecen valores recomendados para los indicadores de riesgo (por ejemplo por la legislacion
vigente de algunos paises) de manera que se obtiene una regién recomendada que se dibuja como
la region sombreada en la figura. La region segura se encuentra en el interior de la interseccion
de las bolas obtenidas con umbrales recomendados para Rl y Sl.

5.4. Modelo politopico conmutado del vehiculo

Debido a que una descripcion no lineal compleja como [5[42){(5.45) puede complicar la tarea
de disefio de una ley de control para mitigar el riesgo de volcadura y derrape, se prefiere una
representacion lineal por pedazos en particular como un sistema politépico conmutada.

71



Observacion 5.7Una de las motivaciones principales para derivar un modelo
lineal para el vehiculo es la de contar con un modelo tratable para el disefio d¢
controladores. Debido a que un solo modelo lineal no puede reflejar la complejida
del sistema no lineal, se propone el uso de modelos lineales por pedazos cuya
descripcion dependa de multiples puntos de operacion. Por otro lado, dado qu
cualquier modelo esta sujeto a la existencia de incertidumbre paramétrica, en est
Tesis se hace uso de una descripcion politdpica que junto con una descripcid
por pedazos pueda reflejar no solamente las no linealidades del sistema, sino
también, cualquier error de modelado. Esta descripcion constituye una solucio
para reflejar las complejidades del problema de modelado del vehiculo con el us
de modelos simples; sin embargo, se paga el precio en la complejidad de la lg
de control. Los resultados de los Capituld§]3-4 se usaran para solucionar est
problema.

U

En esta seccion se obtiene una representacion politépiczetilulo, con este fin primero se
deriva un modelo lineal en un punto de operacion, luego con base en las cotas de las incertidum-
bres de los parametros se define el modelo lineal politdpico y finalmente, mediante la repeticion
de este procedimiento en un niumero definido de puntos de operacion, se obtiene un modelo con-
mutado lineal politopico.

Observacion 5.8La dinamica de la velocidad del modelo no lineal refleja basica-
mente los transitorios del proceso de aceleracion o dotacion de potencia del motor
ante la inercia de la masa del vehiculo. Sin embargo se sabe que lo que es verda-
deramente relevante para fines de estimacion del riesgo de derrape/volcadura, es
la velocidad del vehiculo y no su dindmica transitoria producto principalmente
de la potencia del motor. Debido a lo anterior, la dinamica de esta variable no es
necesaria para la descripcion del sistema, dados los fines de esta Tesis.

Considere el vehiculo a velocidad constanigs = v, la linealizacion del sistema (5142)-(5.45)
en un punto de operaciop. = ([V_CoG,B,$,¢,_qJ_,t|j] ,E,S) coNVeos =V,p=0,§ =0,9 =
0, =0, = 0,Fz = 04,0 = 0, puede encontrarse por medio de la Ecuadion{2.21):

X = AX+ Bsd+ Byl (5.50)
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con

B
U]
X =
¢
0]
donde
T 20 2p—Mcea? 7
McogV McogV2 0 0
2p 2
N -0 0
h20 h2e % k|7
J¢ J¢V J¢ J¢
o 0 1 0
20y
McoGY O 0 O O FLFL
S -—§i %% —-%i %% FLrr
Bx = z ’B — , U= ,
® —26h u 0O 0 0 O FRL
04’ 0 0 0 O FLRR
0=cy+Ch
p = chln—Cily

K2 cplZ+cL2

dondeF_g, > 0 es una fuerza de traccion/propulsioh y, < 0 una fuerza de frenado en la rueda
respectiva. Note que la dindmica del angulo de giro del chjasis omite debido a que en esta

Tesis no buscamos resolver un problema de orientacién del chasis, si no evitar la volcadura y el
derrape lateral; en la Seccibh 6 se establecen ecuaciones para el calculo del riesgo de volcadura
y derrape lateral que dependen unicament®,de¢ y ¢.

Con la finalidad de definir una accién de control de frenado diferencial y traccion/propulsion de
manera simultdnea considere:

Flrr+FARR= —(FLFL+FLRL) = U (5.51)

Note que la definicion (5.51) implica una accion diferencial de frenado/aceleracion en donde
las fuerzas de frenado/aceleracion de lado derecho son iguales en magnitud que las del lado
izquierdo pero de signo opuesto. En otras palabras mientras en el lado derecho se frena, en el
otro se proporciona traccién/propulsién. Esta combinacion de actuacion proporciona un mayor
par para compensar la dindmica rotacional del vehiculo. Esta accion de control sobre las ruedas
es posible gracias a que los vehiculos convencionales de 4 ruedas cuentan con un dispositivo
mecanico llamado mecanismo diferencial. El mecanismo diferencial en vehiculos de traccion
delantera (FWD) o de propulsion trasera (RWD) permite frenar la(s) rueda(s) de un costado del
vehiculo mientras se provee de traccion o propulsion al vehiculo con la(s) rueda(s) del costado
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contrario.

Durante el viraje de un vehiculo en condiciones normales (sin deslizamiento o derrape de las
ruedas) cada rueda gira a una velocidad distinta. Las ruedas en un costado rotan a una velocidad
significativamente diferente que las del costado contrario, es por ello que los vehiculos cuentan
con este mecanismo diferencial, el cual se encarga de permitir esta diferencia de velocidad. El
mecanismo diferencial usualmente consiste de un engrane planetario tal que la velocidad angular
de la flecha proveniente del motor (de la transmisidén para ser especifico) es el promedio de las
velocidades angulares de las ruedas frontales en vehiculos con FWD o traseras en vehiculos
con RWD. Se puede proveer de traccién o propulsion al vehiculo mientras simultaneamente se
aplica un frenado diferencial, ya que el mecanismo diferencial se encarga de transmitir la mayor
proporcion de fuerza de traccion/propulsion a la rueda que menor oposicion presente; es decir,
a la rueda que no esta siendo frenada (ver [69] para una explicacion detallada del mecanismo
diferencial). Note que los sistemas ABS y TCS soélo previenen derrape longitudinal en la rueda
en la direccion dedy gy,

Utilizando la accion de contrd[(5.51) en el sistema lineal (5.50) se obtiene:

X = Ax+ B0+ Byu (5.52)
con

b !/
By — [o,J—Z,o,o] .

conu e R.
El modelo lineal[(5.52) ha sido obtenido como una aproximacion de la dinamica no[lineal (5.45)
en el punto de operacion dependiente de la rapidez de desplazamieStpueden obtener di-
ferentes aproximaciones lineales para varios puntos de operacion con lo que el modelo resultante
seria lineal por pedazos. Por ejemplo, geal dominio de operacion de(5]52) donde el modelo
es valido (existe adherencia de las llantas con el suelo). El dominio de operacion se puede dividir
en un numero finitd de subconjuntos o subdominios, tal que a cada subdorinie corres-
pondera una descripcion lindak G = {1,...,M} de la siguiente manera:
Considere el criterio de eleccion de modo

1, SiVcog € [Vo,V1)
2, SiVcog € [V1,V2)

) (5.53)
M, SiVcog € [VM-1,VM)
convp < Vv < ... < Vm. LOS puntos de operacion se pueden elegir como:
— o vy
pP1= ([VLLBv(I)aqi?quqj] 7&)6) conviy = Vo+ 1 5 0
_ _ o W2y
P2 = <|:VL2787$7q57qJ7t|jj| 7F276) conviy = Vi+ 2 5 1
B,0.9,0,7|,~,3 | VM — VM-
Pm = ([VLM,B,CIJ;@%EE} 7FZ;6> convpyy = VM_l_'_w. (554)
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Vértice
Y

Ep Modelo lineal

Dominio de ’

operacion

Figura 5.6.: llustracion del dominio de operacidn

dondeBf =0, =0, =0, =0, = 0,Fr = 04,8 = 0y el rango de variacion del parametro
velocidad (v) ser&p < v < v para el modo 1ly; < v < vy, para el modo 2,..ym_1 <V < vy
para el moddv.

Una vez definida la particion del dominio de operacion y el criterio de eleccién de modo se
obtiene el siguiente sistema:
X = Aix+Bs;0+Byju (5.55)

La division del dominio de operacidn (5153) es s6lo uno de varios posibles criterios para la defini-
cion de subconjuntos de operacidn. Se ha elegido este por ser fisicamente significativo (depende
de la velocidad) y porque no se requiere de grandes recursos computacionales para su calculo.

Por otro lado, note que se puede considerar ademas de la velocidad otros parametros como in-
ciertos, siempre que su variacion ocurra dentro de un conjunto convexo y cerrado, de tal forma
gue no solamente pequefias desviaciones del punto de operacién sean permitidas si no también
grandes desviaciones. Utilizando las Definicidnes 2.1y 2.2 es posible construir un modelo poli-
topico conmutado que representa la dinAmica del vehiculo que es perturbada por el comando al
volante del chofer y con incertidumbre en los parametros:

X = Ai(0)x+Bs;(8)d+Buy;(B)u (5.56)

dondeA (8) € R**4, By (8) € R**1, By(8) € R**! son matrices politopicasty,d(t) : RT — R,

son funciones lineales por pedazos del tiempo. Segun las Defini€lohes 211y 2.2, los parametros
de las matrices politpicas pueden variar dentro de rangos cerrados y acotados, donde cada ex-
tremo es caracterizado por el simplejo.

A manera de ejemplo, considere los parametros incieyibs y vcoc en el dominid € {1,2,..,M}.
La matriz de parametro4;(0) puede ser expresada como una funcion convexa de los vértices
del vector de parametros:

0 =1[61,62,..,6,] (5.57)

dondev es el nUmero de vértices. Debido a queh, Yy Vcoc SON pardmetros inciertos, cadido)
tiene 6 entradas inciertas con respectivos valores de acotamiento maximo y minimo y se tienen
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26 vértices; por lo tanto la matriz de estados puede verse como:
64
p=1

donde cada vértice esta dado por todas las combinaciones de los acotamientos inferiores y supe-
riores de las entradas de la matriz; esto es:

awi azi 0 0 aii a2i 0 0
A | 2 220 000 0 |2 A 00
dsi api 0 0 dsii axi 0 0
0 0O 10 0 0O 10
a1y @z 0 O] [ ann; azj 0 07
a1y axj 0 O a1y axpj 0 0
Ag=| — —— JAG= | o :
di ai 0 0 i axi 0 0
0 0 10 |0 0 10,
a; aej 0 0O am; az; 0 0
Acae @1 a2 00 A s @1 az; 0 0
,63 a_3l,i7i % 0 0| ,64 a3—1’| &3_2,I 0o 0|’
0 0 10 0 0O 10
con
2(Gyj + Cnj)
a = ———
2y McoGVi
2(Cyi+Chi
TR 1
McoGVi
api — 2(0niLn; —_C?Lv,i)_l,
— McoGVi
— 2(cnjLn, — Cuilvi)
e McoaVi2 !
2(thjlni —Cyily)
a-21,i = )
- Jz,i
2(Cnjlnj —cyilyi)
D1 = — )
\]z,i
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2(niLh; +Tuildy)

apj = -

22 Jzivi ,
o 2(thjlh; + cuild)
21 = = Jz,ivi ’

2hio

aglj = —$»

— i

2ho

3@ - _T7

i
o 2hi(ChjiLlnj — Cuilyi)
= Jo.iVi ’
— 2hi(cnjiLnj — Cyilyi)

32,I - J(I),IVI

Para el vectoBg(0) y abusando de la notacion y@ se uso para definir las matrices politopicas

A):

8
Bs(8) = > 8isBsjs (5.59)
ig=1
donde:
- 1/ r 1/
Bs1=| bs1 bs2 P53 0| ,Bso=|bs1 b5 bss O,
r R 1/ ro—— — 1/
Bss=| D51 bs2 D5z 0| . Bsa=|bPs1 D52 bss O],
r - 1/ r— R 1/
Bos=| Ps1 Ps2 P53 0| ,Bsg=| P51 P52 D3 O,
/
B5’7—[@ b52 b53 O} 7858:[b5,1 b52 b53 0]”
con
bx 1 — 20, bs . = 2% _&
51 n,bOG\_/a 0,1 — mcoaY’ 0,2 J, )
— 2oLy 26h  ~— 2G)h
bso = bss==-, bs3= ;
0,2 J, » 83 Jo 0,3~ J¢
Bu(8) = Bu. (5.60)

Note queB, no depende de los parametros considerados inciertos en este eggmploAdemas

el nimero total de vértices del sistema politopico s@pdmero de entradas inciertas en el sistegja} g e

se deben evaluar todas las posibles combinaciones de vértices de todas las matrices y vectores
asociados.
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5.5. Observaciones respecto a la implementacion

En esta seccién se discuten algunas ideas acerca de como puede implementarse la estrategia de
mitigacion de riesgo propuesta en esta Tesis.

Considere un vehiculo de 4 ruedas con sistema de frenado antibloqueo (ABS). El sistema ABS
incluye en el sistema hidraulico de frenado del vehiculo, dos o0 mas electrovalvulas. Estas val-
vulas se utilizan para liberar presion hidraulica en la linea de la rueda que presenta un bloqueo.
La implementacion de los comandos de frenado de la estrategia de control de esta Tesis, consiste
en agregar un pistén o valvula que actué sobre el servo del freno haciendo las veces de la accion
de frenado del conductor. Se requiere intervenir en modo OR la accion de las electrovalvulas
del sistema ABS que liberan la presion en la linea hidraulica de cada rueda. Note que de esta
forma no existe una intrusion al sistema ABS y puede seguir operando de manera normal. Si el
comando de frenado diferencial del sistema de seguridad activa antiderrape y antivuelco induce
una fuerza de frenado que no puede ser transmitida al suelo (en suelo mojado por ejemplo), el
sistema ABS se encarga de liberar la presion y evitar que las llantas pierdan adherencia con el
suelo. Note que la implementacion del ABS depende del fabricante y pueden requerirse valvulas
adicionales.

Los vehiculos convencionales modernos incluyen comunmente lo que se conoce como acelera-
dor electronico (Throttle by wire) que consiste en un potencidmetro que envia un voltaje a la
computadora del vehiculo (ECU) del vehiculo. Dependiendo de que tanto es presionado el pedal
del acelerador es el nivel de voltaje enviado y la computadora traduce esta sefial a impulsos de
inyeccion de una mezcla de combustible/aire al motor en el caso de vehiculos convencionales o
a impulsos eléctricos en el caso de vehiculos propulsados por motores eléctricos. La implemen-
tacion de los comandos de traccion/propulsion de la estrategia de control de esta Tesis, consiste
en intervenir la sefal del potenciometro cuando sea detectado un riesgo de manera que la sefial
provenga del comando del sistema de seguridad activa antiderrape y antivuelco.

Por otro lado, la implementacion de la estrategia de control de esta Tesis, requiere del conoci-
miento de la velocidad de los dngulos de giro y alabeo del chasis, del angulo del volante y de
la velocidad del vehiculo por lo que se propone su medicion; en algunos vehiculos ya se cuenta
con alguna de esta informacion y es necesario obtenerla, por ejemplo la velocidad del vehiculo
se puede obtener de la computadora del vehiculo o estimarla a partir del velocimetro.

El disefio de la electrénica del dispositivo debe cumplir con las reglas establecidas en los estanda-
res que dependen de cada pais. Adicionalmente puede requerirse un control de traccion/propulsion
gue evitara que la(s) rueda(s) con traccion/propulsion pierda(n) adherencia con el suelo durante
la traccion/propulsion.

5.6. Comentarios finales del capitulo

En este capitulo se obtuvo una representacion politépica conmutada, perturbada por el comando
al volante del chofer y que toma en cuenta incertidumbre paramétrica de un vehiculo de 4 ruedas
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gue tiene el propdosito de reproducir el riesgo de volcaduraryage lateral. Este modelo se
obtuvo a partir de una representacién lineal del sistema en diferentes dominios de operacién a
los cuales se les asocia un sélo punto de operacion y un conjunto de vértices dados por todas
las combinaciones de cotas de la incertidumbre. Esta representacion sera util para la obtencion
de un controlador robusto que previene el riesgo de volcadura y derrape lateral. En el siguiente
capitulo se introducird una medida de riesgo de volcadura y derrape lateral.
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6. Deteccion integral del riesgo de
volcadura y derrape lateral

En esta seccion se presenta la obtencién de la métrica de riesgo de derrape, de manera analo-
ga y simultdnea con el riesgo de vuelco. Ademas se establece el resultado de estabilidad del
control antivelco y antiderrape lateral para vehiculos de 4 ruedas.

6.1. Riesgo de volcadura

En la Seccionll se presentd una métrica del riesgo de vuelco por medio de la Eduakion (1.1) que
involucra las fuerzas verticales en los puntos de contacto. EEn [31] se determina una expresion de
RI, derivada de la Ecuacién_ (1.1), pero en funcion de la velocidad angular de alabeo asi como el
angulo de alabeo, y que puede detectar la fase transitoria de la volcadura. Su derivacidon es simple
y se adapta a la estructura del modelo lineal politopico conmutado del vehiculo obtenido en el
Capitulo[b. Esta expresion tiene la ventaja de que no es necesario medir las fuerzas verticales
en los puntos de contacto suelo llanta (complicado de medir) y que toma solo mediciones que
pueden provenir de un giroscopio.

Retomando la Ecuaciéh_(1.1) y substituyendo las fuerzas verticales en los puntos de contacto
(5.46)-[5.49) se obtiene una aproximacion del Rollover Index que depende no solamente del
angulo de alabeo si no también de la velocidad del angulo de alabeo:

2
Rl = —m—gb(ccl)+k¢) (6.1)

De tal forma queRl puede ser escrito en funcion del estado del modelo linealizadd (5.50) en un
punto el operacioén dependiente de la velocidagde representa la dinamica del vehiculo como:

RI=Cx=|0, 0, —25 -2 |x (6.2)

Si el vectorC tiene en sus entradas algun parametro que varia en un rango cerrado y acotado, el
RI se puede escribir como funcién de un vector politopico y del esthdoC(6)x.

6.2. Riesgo de derrape lateral

La fuerza de adhesion de las llantas al suelo previene que el vehiculo se deslice o derrape
lateralmente en una curva. La fuerza de adhesién es tangencial a la trayectoria del punto de
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Elipse de Friccidn

2 2
Y JEF. ) +(SE., ) <u2F,,,
Figura 6.1.: Diagrama esquematico de la elipse de friccion.

contacto suelo llant&,, y cuando ocurre un derrape lateral, la fuerza resultante de las fuerzas
longitudinales y laterales en el punto de contacto no puede ser transmitida al suelo debido a la
pérdida de adhesion. En la literatura este fendmeno ha sido idealizado utilizando la kdipsala

de friccién, que a grandes rasgos establece que si la suma vectorial de las fuerzas longitudinales
y laterales permanece dentro de la elipse, entonces esta suma de fuerzas puede ser transmitida
hacia el suelo y no puede ocurrir un derrape lateral (ver [65]). Con base en esta representacion,
cada magnitud de la suma vectorial que esta dentro de la elipse es considerada segura, es decir
no hay riesgo de derrape (ver Figlral 6.1). Una representacion matematica de esta elipse es:

2
(maw)® + (Z FSgb) <A Fzg, (6.3)
gb gb

dondeA > 1 es un coeficiente que depende de las propiedades adhesivas de |a l[argde
ser obtenido experimentalmente o puede ser considerado de manera conservadora=cbmo
(i.e.la llanta no presenta caracteristicas de adhesividad). Asumaajue Mvcoc = 3 gy FLgn Y

> ob Fzan =~ Mg, entonces la Desigualdad (6.3) puede ser escrita como:

\/(Zgh FLgn)? + (Zgn Fsan)? p
Aumg -
Esto es, el lado izquierdo de la desigualdad (6.4) puede ser usado para medir el riesgo de derrape
tal que si es mayor o igual a la unidad, el vehiculo presenta un riesgo inminente de derrape. Para
preservar el signo de las fuerzas laterales e identificar la direccién del derrape la Exprekion (6.4)
es modificada como sigue:

(6.4)

. (San Fran)?+ (S gn Fsgn)?
rS|—sgn(%Fsgb>\/ ! g)\umg ! (6.5)
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Observacion 6.1 En esta seccién se determiné un criterio de estimacion del riesga
de derrape lateral, que cuantifica el riesgo de pérdida de adherencia de las ruedas
con el suelo durante un viraje. Este criterio esta dado por la siguiente desigualdad

-1<lg<1 (6.6)

donde

. (g Fan)® =+ (S0 Fsan)?
M :sgn(% Fsgh> \/ ! g)\umg ! . 6.7)

Entre mas cercano sdas) a la unidad, mayor es el riesgo de derrape lateral hacia
la izquierda y entre mas cercano s€g; a —1, mayor es el riesgo de derrape
lateral hacia la derecha.

Substituyendo las fuerzas longitudinales (5.51) en (6.8jpsiene:

F
—1grs.é%§1. (6.8)

Utilizando aproximaciones lineales de las fuerzas laterales((ver [65]) en funcién de los angulos
de deriva lateral de las llantas )

.
FsrL= Fsrr=C\OF =Cv(5—[3—VTLp) (6.9)
™

FsrL= FsrRrR= ChOR = Ch(—B — thJ) (6.10)
(6.11)

se tiene: 5
> Fegy = 268~ 2(0/+n)B-+ - (chln — L), (6.12)

ah

y la siguiente expresion se verifica facilmente:

-20 2p 26,0
Aumg )\umgvo 0] X+ Aumg’

(6.13)

Las constantesy, ¢, deben ser adaptadas para angulos de deriva lateral de las llantas grandes

(ver [65]) de manera que para tener un disefio preciso de controladores deben considerarse como
parametros inciertos. En la Seccldn 7 se realiza un analisis de sensitividad a éste y otros parame-
tros para determinar que tan sensible es la dinamica del vehiculo a este pardmetro; se determina
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guecy es el pardmetro mas sensitivo y se disefian controladores con base en el rango de variaciéon
de este y otros parametros.

La Ecuacion[(6.13) constituye un Indice de Derrape (SI: Skid Index) que puede ser usado con
propositos de control. Note que valores Sl cercanos a la unidad equivalen a un alto riesgo de
derrape lateral hacia la izquierda y valores cercanos a la unidad con signo negativo equivalen a
un alto riesgo de derrape hacia la derecha.

Note queSI puede ser escrito en funcion del estado del modelo linealizadd (5.50) en un punto el
operacion dependiente de la velocideglie representa la dinamica del vehiculo.

6.3. Valoracion del riesgo ante incertidumbre parameétrica

La medida del riesgo constituido por el Sly el RI, se establece como salida del sisterha (5.52)
como sigue:

z= [ z: ] — DX+E? (6.14)

donde:

pmg  Apmgv
0

- of F
Aumg

Considerando el sistema politdpico incierto, la salida del sistema puede representarse como:

—C —k
|:):2[00 gmm]

z=D;(8)x+Ei(0)3 (6.15)

donde las matrice3;(0), E;(0) pueden obtenerse como en el Capifllo 5 dadas las cotas de incer-
tidumbre de los parametros. Note que existird un vértice y un subsistema {gd|gexd mayor,

de manera que se puede evaluar de manera conservadora el riesgo en ese vértice y subsistema.
Por otro lado, dado que la derivacién del Sl se ha hecho a partir de un acotamiento superior de
las fuerzas en la elipse, el coeficiente de friccion se considera constante, constituyendo éste el
peor escenario. Lo anterior, permite contar con un indice conservativo que permita la deteccion
del derrape siempre que exista. Vale la pena observar que los controladores de la estrategia de
mitigacion de riesgo de derrape lateral y volcadura propuesta, no parten del conocimiento de este
valor, sino que se considera desconocido.

6.4. Ejemplos de evaluacion del riesgo
Para validar el desempefio o capacidad del Sl para medir el riesgo de derrape, se efectuaron
simulaciones en CarSim. CarSim es un software de simulacion y analisis del comportamiento

dindmico de vehiculos de ruedas y ha sido reconocido, premiado (ver por ejeniplo [74]) y uti-
lizado por diversas instancias gubernamentales (ver por ejemplo[70],[71]), comerciales (ver por
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ejemplo [73]) y académicas (ver por ejemplol[18],/[17]/[18R] et. al.).

Para realizar las simulaciones se utilizaron 3 modelos diferentes de vehiculos, un Mercedez
Benz SUV Clase-E, un Porsche Carrera 911 GT, y un vehiculo utilitario Mitsubishi U62T. Estos
vehiculos constituyen por un lado ejemplos de vehiculos con alto riesgo de volcadura (Mercedez
Benz SUV Clase-E, Mitsubishi U62T) y de un alto riesgo de derrape (Porsche Carrera 911 GT,
Mitsubishi U62T). En la Figura 613 se muestra el comportamiento de la dindmica lateral para una
maniobra agresiva de cambio de carril para el vehiculo Clase-E. El calculo del SI por el CarSim
se calcula con la Ecuacion no line@l (6.7) ya que las fuerzas se obtienen de manera directa en
la simulacién. Se utiliza una velocidad inicigJog = 120km /hy un coeficiente de friccion fijo

K= 0.85 sin ninguna accion de frenado. Note que el SI es menorduen el segundo Istal

gue el vehiculo derrapa lateralmente pero no se pierde la adherencia en todas las ruedas. Sin em-
bargo a partir del segundoZ3. Sise calcula mayor que la unidad, lo que implica que el vehiculo
derrapa lateralmente, la adherencia se pierde en las 4 ruedas de tal forma que el comando en
la direccion ya no tiene efecto, y finalmente el vehiculo realiza un giro de 180 grados mientras
derrapa lateralmente.

La misma maniobra (d]) bajo las mismas condiciones iniciales de velocidad y coeficiente de
friccidbn son evaluadas para los vehiculos Porsche y Mitsubishi; el comportamieStoyde
dindmica de Yaw se muestran en las Figlrak 6.4ly 6.5 respectivamente. Note que para tal pertur-
baciond, el Porsche pierde adherencia y gira a partir del seguritiya.que la dinamica lateral

de giro (Yaw) es muy sensible a cambios pequefiags &hcalculo del Skid Index es menor que

—1 a partir del instante 2s, mostrando una buena capacidad para determinar el riesgo de derra-
pe. En el caso del U67T, el riesgo de derrape es medido atinadamente mayor que uno a partir del
segundo 3s, posteriormente el vehiculo derrapa y vuelca.

Larespuesta de CarSim es utilizada para caracterizar el comportamiento lineal del vehiculo mien-
tras se desarrolla una maniobra de cambio de carril con velocidad inicial de 12p&ma/tina
maniobra diferente tal que ninguno de los 3 vehiculos presenta un riesgo de derrape. Se utilizaron
los parametros del modelo lineal mostrados en la Tabla 6.1 y obtenidos de CarSim a excepcion
de los pardmetros de la suspensién y la llanta que fueron sintonizados para obtener la mejor
aproximacion lineal respecto a la no lineal obtenida con CarSim. En la Figlra 6.6 se presenta la
comparativa del comportamiento lineal contra el obtenido por CarSini.can (6.7). Como se puede
observar la aproximacion lineal es aceptablemente buena.

Para mostrar el desempefio o capacidad del RI para medir el riesgo de volcadura considere el
mismo vehiculo Mercedez Benz SUV Clase-E con los mismos parametros a excepcion de la al-
tura del centro de gravedad que se modifiba-al.2my la misma maniobra de las simulaciones
anteriores. En la Figufa 6.7 se muestra de manera comparativa la maniobra, el &ngulo de alabeo
y el indice de Volcadura, note como este Gltimo tiene un valor de uno a partir del segundo 3.1
indicando que hay un alto riesgo de vuelco. El &ngulo de alabeo tiene una dindmica que corres-
ponde al comportamiento que el indice de Volcadura calcula y ocurre un angulo de 20 grados
aproximadamente en el segundo 3.5 el cual es un angulo muy pronunciado. Note como el alabeo
finalmente diverge indicando una volcadura de manera que el Rl presenta una muy buena esti-
macion del riesgo de volcadura.
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En secciones anteriores se menciona que los problemas deealéateral y volcadura son pro-
blemas intimamente relacionados. Para ver esto considere los valores del riesgo de volcadura
(I.J) y de derrape laterdl (6.7) muestreados cafi@l®para una maniobra ISO 3888-2, en la-

zo abierto y con la informacion proporcionada por CarSim/Simulink. Las muestras conforman
vectoresR|, Sl para los cuéles se calcula su correlacion estadistica de Pearson [[79]]:

Cri81= COV(F?I, §I> (6.16)

sdev(F?I) sdev(§|>

dondecov(2,0>) denota la covarianza entre los vectofgs U, y sdev(j) denota la des-
viacion estandar de las entradas del ve@igrLas correlaciones estadisticas para los vehiculos
Mercedez Benz SUV Clase-E, Porsche GT y Mitsubishi U6<Yﬁg7§| = 0.99 en promedio. Esto
indica queSly RI son cuantificaciones de riesgo correlacionadas.

MientrasSly Rl son cuantificaciones de riesgo intimamente relacionadas, la diferencia entre la
magnitud deRl, SI depende del angulo de las ruedas, del tipo de llanta, de las caracteristicas
del vehiculo y de las caracteristicas del camino. Es decir dependiendo de estos parametros, el
vehiculo sera mas propenso a derraparse lateralmente o a volcarse ante una maniobra agresiva.
Sin embargo, mantené8l| por debajo de un umbral de referenci@l(|< Sket) indica que no

hay riesgo de derrape lateral, pero ello no implica ni es equivalente a que el vehiculo no corra
el riesgo de volcarseR|| < Rle¢) y viceversa; de manera que la mitigacion de ambos es un
requisito si se desea disefiar un dispositivo de seguridad activa que sea antivuelco y antiderrape
lateral. En otras palabras:

Observacion 6.2Un dispositivo de seguridad activa que evita el derrape lateral
no necesariamente mitigara el riesgo de volcadura y viceversa. A pesar de s
problemas intimamente relacionados no son equivalentes y puede existir un a
riesgo de volcadura al mismo tiempo que no exista riesgo de derrape latera
0 puede existir un alto riesgo de derrape lateral mientras no exista riesgo de
volcadura.

= (D
o

6.5. Prueba de estabilidad del sistema de seguridad activa

En esta seccion se obtiene el disefio de un controlador conmutado con base en los resultados del
Capitulo[B, asi como las condiciones bajo las cuales se evita la volcadura y el derrape lateral
aplicando los resultados de los CapitllbsS3 y 4.

En (3.8) se utiliza una retroalimentacion de la salida dadalpdr (3.6); para el caso particular del
vehiculo se considerara que la retroalimentacion consiste de la velocidad del angulo de giro y de
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la velocidad del &ngulo de alabeo, de tal manera que:

00O0O

C= (6.17)

o O o
oOr o
oNoNe

1
0
0
R.

con vectores de ganandia= [-,14,l2,], 11,12 €

Teorema 6.1.Considere el modelo politépico del vehiculo de la Ecuacion (5.56)
con evolucion en lazo abierto:

X = A(B(t))x+Bg; (8(1))3 (6.18)
y=CXx (6.19)
z=Dj(8(t))x+Ei(8(t))d (6.20)

y el sistema que representa el modelo politépico del vehiculo de la Ecuaciéh (5.58)
con evolucion en lazo cerrado:

x=Ai(B(t))x+Bs;(6(t))d+ By (8(t))u (6.21)
y=Cx (6.22)
z=D;(0(t))x+Ei(6(1))d (6.23)

ui(t) = Kiy =LiCx (6.24)

cuyos modos evolucionan e ZZ respectivamente. Si se puede encontrar una
matriz P~ 0,P = P’ tal que

pAY AP < 0 (6.25)

para cada i€ Z y para cada | 1,...,0, y controladores {t) como en[(6.24) con
escalaresqj, |, tales que minimizan:

Z)\ (PAim +Ai[j]/P+ PBLJ}, LiC+C/Li/Bl[,|j}i/P+V17i|> (626)
para cada i€ Zc y para cada =1, ...,0, donde la i-ésima minimizacion esta sujeta
a

|||-i|| < Lmax (6.27)
Amax(PA + AP+ PBJILIC+ C'LB P+ vyl ) <0 (6.28)
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Tabla 6.1.: Parametros de los Vehiculos

E-Class 911 U67T  (Unidades)
c 35000 30000 35000 N-m-s/rad
c, 26250 75000 29250 N/rad
chn 28250 150000 28250 N/rad
h 072 039 072 m
J, 26877 1270 2687/ kg- n?
Jo 8944 614 8946 kg- m?

k 120000 200000 120000 n-m/rad
L, 1180 1525 1180 m
L, 177 0825 177 m
m 1590 1278 1590 kg
b 1575 172 1575 m
A 1 1 1 1

para valoresvyj > 0, para cada ic Z¢ y para todo j= 1...v, entonces las solu-
ciones del sistema (2.87)-(2139) son Uniformemente Ulteriormente Acotadas en
conjuntoQres = {||x(t)|||||z]] <zet} con la Ley de Conmutacioh (4.7) para todo
8 € O, con z= [RI,SI] si

112

Zref — (Em-i— DmBmg> Wmax

Cvlc < Ccon= Do <Cyla (6.29)
CON G ¢, Cy Ja; Bm, Dm, Em como en el Teorenia4.1.
Demostracién.La prueba es directa del Teoreimd 3.3 y del Teofema 4.1. ]

En la Figurd 6.2 se muestra un diagrama a bloques de la esrdéegontrol propuesta.

6.6. Comentarios finales del capitulo

En este capitulo se obtuvo una métrica del riesgo de derrape, y expresion mateméatica simple
para el calculo del mismo. Se realizaron validaciones con software comercial para tres vehiculos
de 4 ruedas de caracteristicas totalmente distintas. El Sl presenta una muy buena estimacion
del riesgo de derrape lateral. En conjunto con el RI, la estimacion de Sl presentan una métrica
muy completa del riesgo de derrape/volcadura que es til para disefio de control. Se aplicaron de
manera analitica los resultados de capitulos anteriores para la obtencién de los controladores y
condiciones para el acotamiento del estado y obtener consecuentemente un régimen de manejo
del vehiculo seguro .
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Figura 6.2.: Diagrama a bloques de la estrategia de control.

6 7 8 9 10

5
Tiempo (s)

Figura 6.3.: Skid Index para una maniobra agresiva en un wieh@lase-E.



90

Yaw (deg)

|

2
Tiempo (s)

Figura 6.4.: Skid Index para una maniobra agresiva en unwiehiRorsche 911.

50~

3
Tiempo (s)

Figura 6.5.: Skid Index para una maniobra agresiva en un wiehit67T.



N

5 (deg)
o

|
N

¢ o
N oo N

Skid
Index
(Clase-E)

|
o

Skid
Index
(Porsche)

Skid
Index
(UB7T)
oo ooo

ANONPOO R O
T T

3 4 5 6
Tiempo (s) —_CarSim
—Modelo Lineal

o
P
N

Figura 6.6.: Aproximacion lineal del Skid Index sin derragietal.

[$3]

las ruedas
(grados)
o
|

Angulo en

|
= |
o o

100

(grados)
a1
<

Angulo
de alabeo

o

|
a1
o

[N

Indice de
Volcadura
o

|
=

4.5

o
o
w

Tiempo '

Figura 6.7.: Rollover Index para una maniobra agresiva en bicul Clase-E con alto centro
de gravedad.

91






/. Ejemplo de estudio

En este capitulo se ilustran los resultados obtenidos en los Capifulbsi3[ 4, 5y 6 en la resolucion
del problema de volcadura/derrape en vehiculos de 4 ruedas.

7.1. Modelo politépico de un vehiculo de 4 ruedas

Con fines ilustrativos, a continuacion se deriva el modelo lineal politépico conmutado de un
vehiculo SUV Clase-E. Sélo se considera un modo a lazo abierto y un modo a lazo cerrado de-
bido a que es el peor escenario de operacién; es decir, se podria tener un mejor desempefio del
controlador y mayores margenes de estabilidad. En la siguiente seccién se ilustra por medio de
simulaciones, como el desempefio mejora aumentando el numero de linealizaciones. Debido a
gue en esta seccidn hay solamente un subsistema, el suhiadiéeomitido con fines de legibi-

lidad.

Los modelos numéricos de otros vehiculos incluyendo los mencionados en la $edcion 6.4 pueden
ser obtenidos de manera analoga siguiendo el siguiente procedimiento.

Primeramente, la eleccion de los parametros inciertos se derivan a partir de un analisis de sensi-
bilidad, con el fin de revelar cuales son los parametros que tienen mayor efecto en el riesgo de
vuelco y derrape lateral. La linealizacién se realiza en un punto de operacién dependiente de la
velocidad del vehiculo covgog = v = 120km/h.

Uno de los métodos mas simples para determinar la sensibilidad a un pardmetro en particular de
un sistema dinamico, es calcular su salida para una sefal de perturbacion del conductor estan-
dar y un conjunto de valores del parametro. La sensibilidad se calculé en esta Tesis a partir de
incrementos en los parametros con pasos fijos 08%.desde una cota inferior hasta una cota
superior (45%). El indice de Sensibilidads) esta definido coma [75]:

_ 2ﬂax— /Z\min )

— 100 (7.1)
Zmax

ls

dondezmax= Max{ ZmaxPlower) s ZmaxPiower +0.05A0wer), ZmaxPiower+0.1Piower); - - - s Z(Pupper) }
, dondezmax(-) = max||z(1)||), vt € [0,T] conz la salida del sistema (5.52) calculada como en

(6.12), ypiower Y Pupper SON las cotas minima y maxima del parametro. Por otro [age =

MiN{Znax(Plower), Zmax(Plower + 0.05P0wer), Zmax(Piower + 0.-1Piower),- - -, Z(Pupper) }. LOS para-
metros nominales se toman de la Tabla 6.1, y la velocidad se considera en el r¢@a2@km /h.
Como se menciond en la seccién anterior, los pardmetros nominales son obtenidos de CarSim.

En la Tabld 7.1l se muestran los indices de sensibilidad para cada parametro en el caso de un
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vehiculo Mercedes Benz Clase-E modelo 2002. Los parametrosaenaibles sow, (relacio-

nado con las llantas delantera)(Altura del CoG),Ly y Ly, (distancia del CoG al eje frontal

y posterior respectivamente) y la velocidad del vehicggs. Se fijanLy y Ly ya que no se
consideran cambios abruptos en la posicion longitudinal del centro de gravedad solo con fines
ilustrativos de este ejemplo de disefio.

Para el disefio de los controladores y con fines ilustrativos, dos casos se discuten:

1. Una descripcion unica con un sélo dominio de operacion (condiciones de estabilidad més
restrictivas, Seccidn 7.2))

2. Una descripcién con multiple con varias linealizaciones (ver Seccibn 7.3).

El objetivo de analizar estos casos es por un lado, ilustrar la factibilidad de la existencia de una
sola funcién de Lyapunov por virtud del algoritmo de la Figura 3.4; y por el otro, ilustrar como el
desempenio en lazo cerrado puede mejorarse al usar varios subdominios de operacion. En el caso
1, se considera que la velocidad del vehiculo se encuentra en el rango de 40 a 120km/h, ya que a
velocidades inferiores no puede ocurrir un riesgo con el coficiente de friccion utilizado. La altura
del centro de gravedad se considera con un rango de variacioi2la 02 metros en los casos

de la SUV y el vehiculo de carga, y de36.a 05 metros en el deportivo; estos rangos fueron
obtenidos de acuerdo a limitaciones de la capacidad de carga y simulaciones. Para la rigidez de
la llanta se eligié un rango arbitrario de variacion del 40%. El rango de variacion de la rigidez de

la llanta puede ser calculado con base en la variacion de diversos parametros como temperatura,
presién de aire, tipo de llanta, entre otros por medio de la aproximaciéon de Pacejka.

Debido a que se tiene un subsistema en lazo abierto y un subsistema en lazo cerrado, se puede
omitir el subindice de subsisternpara las matrices del sistema politépico conmutado(5.56), la
salida politépica conmutadb (6]15) y sus entradas asociadas; se tiene entonces que las matrices
A(0),B5(0),C(0),D(0) pueden ser representadas como funciones del vector de parametros:

0 = (01,62, ..,654] (7.2)
como se describe a continuacion:
64
p=1
donde:
a1 ap 0 O an a2 0 O a1 apz 0 O
A—@@OOA—%@OOA—%@OO
T lam ap 0 0P | a;m ap 0 0| | an ap 0 0
0O 0 10 O 0 10 O 0 10
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a1 ap 0 O a1 ap 0 0 a1 ap 0 0
%_azazoo%_azazoo%_azazoo
2 ag @ 0 0" | &g ap 0 0" | @ a; 00
0 0 10 0O O 10 0O 0 10
y para el caso del Mercedes Benz Clase-E 2002 se tiene que
2(c,+¢ 2
ap—  2Gt) _gepes gmo 2GH0) _goas
- McogV McoGY
2(ohkp —GyL 2(onLp—cyl
ag, — 2Gbn ] Y _1- o854 | ap— ANth— O = ) 1- 07430
_ McoGV McoGgV
2(onbp =yl 2(ohLkp — ¢yl
%:Mzg.mgl ’ QZM:]&?GS&
z z
2(enL2 + L2 2(nL2 + L2
azzz—M:—8.8647 : azz_(q“h—_&v):_zﬁzgg
— JZ\_/ sz
h 2h C
= @) | 603309 | mgre  ZNGHN) | 260934,
- Jo Jo
2h(chLp —GL 2h(a.Lp —
agy— An—OLv) _ grge g @bn o) 5 a0,
- JpVv N
8
Bs(8) = > 6iBs;
i; !
donde: o
05,1 5.5.1 bs1
bs,2 bs,2 b2
Bsi= | 22 | Bso=| 2% |,..Bgg=| 22 |,
5,1 Dy 5,2 B3 5,8 B,
0 0 0
con:
bsy— = 07925 . Bgg— —- _ 35660,
— 0G ’ McoGY
2c,Ly —20,L — Ly—2a,L
bgr = = = DN _ 187688 , byp— 2 = Gth _ 95401,
- z z

(7.4)

95



h —  2gh
bs3 = _2ah = —845259 | bsz= L —33.8104
y finalmente, en virtud de qu®&, no depende de,, h, nivceg Se tiene que:
0 0
b 5.8600x 104
0 0

7.2. Disefio del controlador antivuelco y antiderrape con una
sola linealizacion.

Considere los tres vehiculos mencionados en la SeCcibn 6.4 con los pardmetros nominales de
la Tablal6.1. Una matri? que satisface (3.51) para el sistema dinamico del vehiculo Clase-E
presentado en este capitulo es:

12074 00877 —0.0158 05077 |
| 00877 01205 -0.0012 -0.0818
e = —0.0158 -0.0012 00129 00030 |’
05077 —-0.0818 00030 22723

para el vehiculo Porsche 911:

[ 09504 -0.0113 —0.0340 09213 ]|
Po— —0.0113 00391 -0.0004 —0.0603
~ | —0.0340 —0.0004 00103 00015 |’

09213 -0.0603 00015 34186 |

y para el Mitsubishi U67T:

23972 01216 -0.0420 06834

01216 01826 —0.0035 —0.1494
—0.0420 —-0.0035 00194 00048

0.6834 —-0.1494 00048 21442

R =

La limitacién de gananciamnax Se elige por aproximacion tal que bajo una maniobra estandar
ISO 3888-2 se tienpu| < umg Se elige ademés.s = 1. Los valores de las cotas para el caso
del Mercedes Clase E son:

Cu £ = 02775 (7.5)
Cu, £ = 04445 (7.6)

Ceong = 0.3154 (7.7)

T=05 (7.8)

Winaxe = Omaxe = 0.6980 (7.9)
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Para el Porsche 911:

Cy.,p = 0.5239 (7.10)

Cy,p = 0.9215 (7.112)

Cconp = 0.8154 (7.12)

T=05 (7.13)

WmaxP = 6maxP =0.4210 (7.14)

Y para el Mitsubishi U67T:

Cy,,u = 0.3855 (7.15)

Cy,,u = 0.6988 (7.16)

Cconuy = 0.5205 (7.17)

T=05 (7.18)

WmaxU = Omaxu = 0.5197 (7.19)

El vector de ganancia obtenido por medio del Teoremla 3.3 y el algoritmo de la Eigura 3.4 para
el vehiculo Mercedes Benz Clase-E es:

Le=[ 0 —3089929 25197 0],
para el vehiculo 911 de Porsche:

Lp= [ 0 —2525595 20570 O],
y para el vehiculo U67T de Mitsubishi:

Lu=[0 —602861 120035 O0].

Con fines de realizar la prediccion, se utiliza el Modelo de Chéfel (4.4¥cerD.001spues
provee de una prediccion adecuada para tal horizonte de prediccidén y no representa un céalculo
muy complejo de acuerdo al criterio (4.3).

7.3. Disefio del controlador antivuelco y antiderrape con

varias linealizaciones.
Como se menciona al inicio de este capitulo, en esta seccidn se ilustra como el margen de estabi-
lidad y el desempefio mejoran aumentando el nimero de linealizaciones. El autor de la Tesis no

pudo encontrar en la literatura un criterio sustentado en algun analisis matematico, para realizar
la eleccion de los puntos de operacion ni para la eleccion de la cantidad de modos de operacion
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gue mejoren el desempefio. Sin embargo, se logré establezengquinica linealizacion repre-

senta el peor escenario de desempefio de la estrategia de control presentada en esta Tesis, y el
desempefio mejora realizando linealizaciones en varios puntos de operacion dependientes de la
velocidad del vehiculo.

7.3.1. Disefio del controlador antivuelco y antiderrape con dos
linealizaciones

Con la finalidad de realizar linealizaciones dependientes de la velocidad del vehiculo, consi-
dere el rango de variacién de la velocidad del vehiculo de la misma manera que se realiz6 en
las secciones anteriores, es degisc € [40,120km/hpero dividido en dos partes. La primera
linealizacion se realiza ewcoc = 60km/he incluye la variacién paramétrica de la velocidad
Vcog € [40,80]km/hy la segunda linealizacion se realizawc = 100km/he incluye la varia-

cién paramétrica de la velocidagdoc € [80,120km/h.

Note que ahora el criterio de conmutacion se debe realizar en dos niveles, el primero que llama-
remos criterio de eleccién de modo y esta dado como sigue:

- { 1, Vcoc € [40,80)

2. Veoo € [80,120) @ S1TEM={1.2} (7.20)

mientras el criterio de conmutacion que determina si el modo activo opera en lazo abierto o en
lazo cerrado es:

__ | Modo en lazo abierto si ||z(tp)|| < zef Aty > tp

N { Modo en lazo cerrado si ||z(tp)|| > Zet (7.21)

Siguiendo el procedimiento numérico descrito en la Se¢cidn 7.1 para cada modo, y por medio del
algoritmo del Teoremla 3.3 para el caso del vehiculo Clase E se obtienen los siguientes vectores
de ganancia:

Leni= [ 0 —-2064829 27697 0]
Leno= [ 0 —-3218994 13125 0}

7.3.2. Disefio del controlador antivuelco y antiderrape con cuatro
linealizaciones

Ahora considere el rango de variacion de la velocidad del vehiculo dividido en cuatro partes.
La primera linealizacion se realiza &5,c = 50km/he incluye la variacion paramétrica de la
velocidadvcog € [40,60km/h. La segunda linealizacion se realizaiggs = 70km/he incluye

la variacion paramétrica de la velocidaghc € [60,80km/h. La tercera linealizacion se realiza

en Vcoc = 90km/he incluye la variacién paramétrica de la velocidadg € [80,200km/h.

La cuarta linealizacion se realiza gy, = 110km/he incluye la variacion paramétrica de la
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velocidadvcog € [100,120km/h.
Ahora el criterio de eleccién de modo esta dado como sigue:

1, Vcoc € [40,60)
2, Vcoc € [60,80)
3, Vcoc € [80,100)
4, Vcoc € [100,120)
mientras el criterio de conmutacion sigue siendo]7.21. Utilizando el algoritmo del Teloréma 3.3
para el caso del vehiculo Clase E se obtienen los siguientes vectores de ganancia:
Lev [ 0 —-1987564 25454 O} ,

Lewz=[0 —2455621 19911 0],

[ 0 —2825654 15232 0],

[ 0 —3184546 13091 O]

= ,siieM = {1,2,3,4} (7.22)

LEv;3
Leiva =

7.4. Simulaciones numéricas

A continuacion se presentan resultados relevantes en forma de simulaciones numéricas represen-
tadas en tendencias.

Primero se presentan simulaciones concernientes a la prediccion de la dindmica del sistema que
se utilizara con fines de conmutacion. En la Fidura 7.1 se muestra la prediccion de la salida
(Ecuacion [(6.15)) en lazo abierto y el peor escenario de incertidumbre para una maniobra de
cambio de carril estdndar, y es comparada con la dindmica calculada por un modelo no lineal
gue es generado por CarSim (cbnl1.1) yl(6.7)). Note cobmo la tendencia en color azul ilustra un
desempeiio muy semejante al real, pero que es predicho medio segundo. Esta prediccion sera util
para realizar la estrategia de conmutacion predictiva.

A continuacién se muestran simulaciones que buscan ilustrar el beneficio en la siidzali-

zar varias linealizaciones en puntos de operacion dependientes de la velocidad. En la RBigura 7.2
es posible visualizar el criterio de eleccién de modos de manera conjunta con los desempefios del
Skid Index en el caso de 1,2 o 4 linealizaciones. Note como el desempefio mejora gradualmente
aumentando el nimero de linealizaciones, esto es logrado debido a que cada controlador es dise-
flado con base en un modelo que es mas exacto para reproducir la dinamica real de manera que el
margen de estabilidad mejora como se muestra en la[Tabla 7.2; en esta tabla se indican los valores
de los margenes de estabilidad obtenidos para los diferentes casos de numero de linealizaciones
efectuadas con una matizcomun y se puede ver como el mejor margen aumenta conforme el
namero de linealizaciones aumenta. Note que el criterio de eleccion del modo es muy simple y
depende de la velocidad del vehiculo.

Ahora se presentan simulaciones en el peor caso de linealizaciones que es una, para mostrar el
efecto en la salida cuando no se realiza prediccion y/o traccién diferencial. En la Flgura 7.3,

se realiza una comparativa del comportamiento de la salida obtenida con el modelo no lineal
generado por CarSim, para una maniobra de cambio de carril a lazo abierto, contra
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= El controlador conmutado, aplicando solo frenado difemdneis decir sin traccion dife-
rencial y sin prediccién.

= El controlador conmutado propuesto, aplicando soélo frentifgoencial sin traccion dife-
rencial con una prediccion hasta un horizohte 0.5s.

= El controlador conmutado propuesto, aplicando frenadaaetifgal y traccion diferencial
con una prediccién hasta un horizoiite- 0.5s

Note como el desempefio mejora en el orden de la lista anterior. Esta simulacion se realizo puesto
que en la préctica, la Ecuacidn (5.51) tal vez no se pueda lograr para valores grangdga de

gue el par motor maximo de vehiculos convencionales no lo permite. En esta simulacién CarSim
incluye de manera precisa el efecto de la limitacién del par motor del vehiculo, asi como también
efectos de retardo en los actuadores; a pesar de estos inconvenientes la mejoria en el desempefio
es notable. En la Figufa 7.4se muestra la salida de control respectiva a esta simulacion, note co-
mo el esfuerzo de frenado es menor cuando la traccion es utilizada.

A continuacion se ilustra el comportamiento de la dinamica del sistema en el peor caso de li-
nealizaciones que es una, mostrado en la Figuta 5.5 de la siguiente manera: considere ahora la
maniobra de cambio de carril mostrada en la Figurh 7.5. Tal maniobra es seleccionada y evalua-
da en el vehiculo Clase E, de tal forma dag> dmaxe Y de igual manera para los otros dos
vehiculos; en los tres vehiculos induce un riesgo inminente en lazo abierto que corresponde a
una trayectoria fuera de la region sombreada en la Figura 5.5. En la Eigura 7.6 se ilustra el riesgo
inducido por la maniobra de la Figural7.5 para el vehiculo Clase E, y de manera respectiva en la
Figural 7.7 para el Porsche y en la Figurd 7.8 para el utilitario. Note como en los 3 vehiculos el
riesgo ha disminuido considerablemente y se evita la volcadura/derrape lateral. En l& Figura 7.9
se muestra como cada vehiculo presenta un giro abrupto (derrape lateral) en lazo abierto y como
en lazo cerrado se logra mitigar el riesgo a pesar dedjue dmax.

7.5. Comentarios finales del capitulo

En este capitulo se ejemplifica la construccion del modelo politépico de un vehiculo Mercedes
Benz Clase-E, esta construccion puede extenderse de manera sencilla a diferentes linealizaciones
en diversos puntos de operacion del vehiculo. Por otro lado, el disefio del modelo politpico con-
mutado para otros vehiculos de 4 ruedas puede ser realizado siguiendo el mismo procedimiento
ejemplificado. El disefio de los controladores antivuelco y antiderrape lateral se realiza fuera de
linea, y se ejemplifica con el vehiculo Mercedes Benz Clase-E y tres parametros inciertos que
resultan ser los mas sensitivos que no son factores de disefio del vehiculo.

En esta Seccion se presentan diversas simulaciones representativas que ilustran la eficacia de la
estrategia propuesta, para mitigar la volcadura y el derrape lateral. Se eligieron vehiculos de pro-
pésitos muy distintos y el resultado sigue siendo mitigar el riesgo de volcadura/derrape lateral,

y debido a su sencillez puede ser implementado en un dispositivo electronico con bajo costo de
produccion.
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Figura 7.1.: Prediccion de la salida del sistema para unaghiende cambio de carril en Merce-
des Benz Clase-E.
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Figura 7.2.: Comparativa de desempefio de la estrategia d®locoort una sola linealizaciéon y
con varias linealizaciones para un vehiculo Mercedes Benz Clase-E.
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Figura 7.3.: Comparativa de desempefio para diferentes emsetel controlador, con maniobra
de cambio de carril en Mercedes Benz Clase-E.
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Figura 7.4.: Comparativa de las acciones de control paraedifes escenarios del controlador,
con maniobra de cambio de carril en Mercedes Benz Clase-E.

102



Fornt Wheels Angle (Deg)

Time (s)

Figura 7.5.: Maniobra de cambio de carril que produce un oieggvuelco/derrape para varios
vehiculos.
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Figura 7.6.: Rl y Sl para una maniobra de cambio de carril queym® un riesgo de vuel-
co/derrape en lazo abierto, para un Mercedez Benz Clase E.
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Figura 7.7.: Rl y Sl para una maniobra de cambio de carril qudym® un riesgo de vuel-
co/derrape en lazo abierto, para un Porsche GT.
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Figura 7.8.: Rl y Sl para una maniobra de cambio de carril queym® un riesgo de vuel-
co/derrape en lazo abierto, para un Mitsubishi U67.
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Figura 7.9.: Comparativa de angulo de giro lazo abierto vsder@do.

Tabla 7.1.: Indice de Sensibilidad

Parametro

Cy
h

Lh
Ly
v
m
Ch
c
Jx
k

Jz

ls
11.65%
1088%
9.01%
6.84%
6.76%
537%
5.06%
1.83%
112%
0.62%
0.2%
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Tabla 7.2.: Comparativa de margenes de estabilidad obtenithogarias linealizaciones
No. de linealizaciones Una Dos Cuatro Ocho

Velocidad

120km/h 4955 4955 4955 4955
110km/h - - - 536
100km/h - - 567 567
90km/h - - - 585
80km/h - 602 602 602
70km/h - - - 616
60km/h - - 630 630
50km/h - - - 64.1
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8. Conclusiones

8.1. Conclusiones de la tesis

En esta Tesis se propone el calculo de un nuevo indice para la estimacién del riesgo de derrape
lateral llamado Skid Index (SI), que puede calcularse de manera conjunta con el ya conocido Ro-
llover Index (RI) que provee la estimacion de riesgo de volcadura. Se muestra en simulaciones la
eficacia de la estimacion de riesgo de derrape lateral y volcadura y se establece una correlacion
entre el riesgo de derrape lateral y la volcadura mostrando que son problemas muy relacionados
pero no equivalentes.

Por otro lado, se obtuvo un modelo matematico no lineal que representa la dinamica de un vehicu-
lo de 4 ruedas, que es adecuado para el célculo del Sl 'y del RI. Este modelo tiene como entrada
de control acciones de frenado/aceleracion diferencial y fue validado por medio del uso de soft-
ware comercial especializado en la simulacion de la dinamica de vehiculos. Se obtuvo ademas,
un modelo conmutado politopico que es util para reproducir de manera precisa la dinamica del
modelo no lineal y para representar de manera explicita la variacion en los parametros. El mo-
delo conmutado politépico construido, es util para el disefio de controladores que nos permiten
mitigar el riesgo de volcadura y derrape lateral y realizar un andlisis de estabilidad.

La estabilidad es analizada desde un enfoque de acotamiento uniforme ulterior de las soluciones

del sistema, y se establecen condiciones para que el confinamiento obtenido sea dentro en un
conjunto de estados en el cual no hay riesgo de volcadura ni derrape lateral. Ademas, se dan con-
diciones para que el acotamiento uniforme ulterior se pueda asegurar a pesar de que la ganancia
de control est4 limitada y existe incertidumbre en los parametros.

El disefio de los controladores es numérico y se basa en la resolucion de LMI’s; se realiza fuera
de linea y su disefio no involucra el conocimiento exacto de los valores de los parametros si no
Gnicamente de sus cotas de variacion.

Ademas, en este trabajo se propone una conmutacion predictiva de los comandos del chofer
vistos como una perturbacion exdégena al sistema conmutado politépico. Esta conmutacion pre-
dictiva hace uso de una dinamica lineal para emular las decisiones de conduccion humanas con
base en su comportamiento pasado. El controlador propuesto se basa en un modelo de vehiculo
lineal por pedazos, un horizonte de tiempo de prediccion, una estimacion predictiva de la direc-
cion y una estimacion predictiva de la trayectoria del sistema. Una caracteristica de la estrategia
propuesta es su sencillez. Las simulaciones numéricas permiten mostrar el rendimiento de la es-
timacién, asi como de la estrategia de control propuesta.

Se analiza la estabilidad del sistema conmutado bajo un esquema de conmutacion predictivo de
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la perturbacion y se establecen las condiciones para qust@insi en lazo cerrado sea estable.

Esto se logra usando una funcion de Lyapunov comun y el célculo de un margen de estabilidad
en lazo cerrado. Este margen de estabilidad es usado para dar una interpretacion en términos de
conjuntos a la ley de conmutacion predictiva.

Modelos de chofer que proporcionan una buena prediccidn a horizontes mas grandes en com-
paracion con el utilizado en esta Tesis pueden ser utilizados. El analisis realizado en esta Tesis
muestra que hay un beneficio al usar modelos de chofer precisos a horizontes de prediccion gran-
des. El beneficio es que se puede introducir una perturbacion de mayor magnitud sin perder la
propiedad de acotamiento uniforme ulterior en una regién que no es de riesgo.

A diferencia de otros esquemas de control antivuelco, en la propuesta de este trabajo se considera
de forma integral la mitigacion del riesgo de derrape lateral y de volcadura. Ademas el derrape
lateral es una causa de volcadura lanzada y de otros tipos de accidentes vehiculares. Finalmen-
te, en el esquema propuesto, no se aplica frenado diferencial hasta que una situacion de riesgo
es inminente de manera que su implementacion es viable; ademas se propone una solucion al
problema de la mitigacion de riesgo de volcadura y derrape lateral, que es de bajo costo de pro-
duccidn al utilizar sélo frenado ABS y traccién/propulsién TCS disponible en la mayoria de los
vehiculos de produccion actual y posiblemente algunos sensores que son de bajo costo.

8.2. Trabajo futuro

Debido a que amplios margenes de incertidumbre produciran resultados conservadores en el
controlador debido a la dificultad de obtener una funcién de Lyapunov comun, resulta interesante
pensar en extender este resultado a alguno menos conservador. Esto tal vez pueda lograrse por
medio del uso de multiples funciones de Lyapunov.

Por otro lado y de acuerdo al estudio realizado en esta Tesis, es posible la construccion de un
prototipo electrénico que puede ser probado en una fase inicial con equipamiento (HIL) que se
encarga de emular la operacion del vehiculo y puede ser interconectado con el prototipo; o en su
defecto con un vehiculo a escala operado por control remoto. En una segunda fase sera posible
evaluar el prototipo experimentalmente en un vehiculo de 4 ruedas.

Debido a que el modelo del vehiculo obtenido es valido cuando existe adherencia de todas las
llantas con el suelo, podria extenderse el estudio de esta Tesis en el sentido de incluir submo-
delos al sistema conmutado politopico del vehiculo que representen la dinamica del vehiculo en
fase de derrape/volcadura para buscar establecer alguna estrategia que termine con la fase de
derrape/volcadura de manera efectiva.

8.3. Publicaciones

De esta tesis resultaron los siguientes documentos:

= Articulos de Revista
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e Martin R. Licea, I. Cervantes, “Robust Switched Predictive Braking Control for Ro-
llover Prevention in Wheeled Vehicles", International Journal of Mathematical Pro-
blems in Engineering, Volumen 2014. (Aceptado para publicacién el cual ya se en-
cuentra publicado en linea en
http://www.hindawi.com/journals/ mpe/2014/356250/. )

e Martin R. Licea, |. Cervantes, “Rollover/Skid Evaluation and Prevention for Wheeled
Vehicles : A Robust Switched Polytopic Approach”, sometido a IET Control Theory
and Applications

= Articulos de Congreso
¢ Internacionales

o Martin R. Licea, |. Cervantes “On the Predictive Rollover Detection in Wheeled
Vehicles". En Proc. of IEEE Industrial Electronics Society 38th Annual Confe-
rence, Montreal, Canada. Del 25-28 de Octubre del 2012, Pp. 2410-2415.

e Nacionales

o Martin R. Licea, I. Cervantes “Control predictivo conmutado robusto de frenado
en vehiculos de 4 ruedas”. En el Congreso Nacional edicion 2013 de la Asocia-
cion de México de Control Automatico (AMCA) que se llevé a en el mes de
Octubre del 2013 en la ciudad y Puerto de Ensenada, Baja California.
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Anexos

En este capitulo se presentan las diferentes nociones que seran usadas a lo largo de este docu-
mento.

A. Definiciones

Definicion Al. [76] (Conjunto) Un conjunto es una coleccion de objetos (denominados elemen-
tos o miembros del conjunto) considerados como una sola entidad.

Definicion A2.[76] (Ecuacién) Una ecuacion es una igualdad matematica entre dos expre-
siones algebraicas, denominadas miembros, en las que aparecen valores conocidos o datos, y
desconocidos o incognitas, relacionados mediante operaciones matematicas.

Definicion A3. [[77] (Funcién) Dados dos conjuntog y B, una funciénf : 4 — B (aplicacion
0 mapeo) entre ellos es una correspondencia que asocia con cada elemente dietm Unico
elementof (as) de B.

Definicion A4. [[77] (Espacio métrico) Sea un conjuntd del cual xy son elementos. Una fun-
cion d-: 4 x 4 — R que satisface:

> 0 (No negatividad o axioma de separacion)

[ ] X7

de (.

de (X,y) = O siy solo si x=y (Axioma de coincidencia)
» do(X,y) =d(y,X) (Simetria)

de ( <d

)
)
)
X,Z) (x,y)+d(y,z) (Sub aditividad o desigualdad del triAngulo)

es llamada métrica parad. Un conjunto4 con alguna métrica en particularedes llamado
espacio métrico y se denota cotid, d).

Definicion A5. [77] (Espacio topoldgico) SedA un conjunto yU una coleccion de subconjuntos
de X que satisfacen:

1.0eU, XeU
2. Lainterseccion de dos miembros tieesta dentro dell

3. La union de cualquier numero de miembrostidesta dentro dell
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La colecciénU de subconjuntos d& es llamada topologia par&’. El conjuntoX junto con
U es llamado espacio topoldgico y se denpta U). Cualquier espacio métrico da lugar a un
espacio topoldgico.

Definicion AG6. [[77] (Subconjunto abierto) Un subcobnjunt de un espacio métricd se dice
abierto si para todo x U existe urey > 0tal que siye 4y d(y,X) < & entonces ¥ U.

Definicion A7. [77] (Subconjunto cerrado) Un subcobnjungbde un espacio métricd se dice
cerrado siy solo s — C es abierto, dondel — C denota al conjunto de los elementosxgue
no pertenecen @.

Definicidén A8. [77] (Vecindad) Sea un espacio métrico. Un subconjuritoC 4 con xe N es
llamado vecindad de x si existe un conjunto abiett@on xe U C N.

Definicion A9. [[77] (Bola abierta) SegMe,de) un espacio métrico. Se define la bola abierta de
radio € centrada en un punto X como:

Be(X) = {Zo € Meld(X,20) < €}

Definicion A10.[77] (Interior de un conjunto) El interior de un conjuntde (Int(4e)), es el
conjunto de todos los puntos interiores4a, un punto interior @ a 4. es aquel en el que el
conjuntoAe es un entorno del puntqay un entorno de@es un subconjunto abierto que incluye

a .

Definicion A11.[[77] (Punto aislado) Un punto x de un conjunto S se llama un punto aislado de
S si existe una vecindad de x que no contiene otro punto de S.

Definicion A12.[78] (Continuidad de una funcion) Asuma que A es un subconjunto no vacio
deR"y sea f: A— R™ una funcion definida en A con valores BA. Sea ¥ € A. Entonces f
es continua enxsi para cadas > 0 existe und > 0 tal que xe Ay d(x,Xp) < & implica que

d(f(x),f(x0)) <€.

Definicién A13.[78] (Norma euclidiana de una matriz) Se® < R"*™ con nm e N, donde
N es el conjunto de los nimeros naturales positivéd y son las entradas de la matri#/, la
norma euclidiana de se denota comf#/ || y se calcula:

I =[5 3265

Definicion A14.[46] (Funcion Lipschitz) Considere una funciorixj con f: R" — R". Si sa-
tisface:

() = f(y)ll <Llx=yl (A.1)

para todo xy y alguna constante & 0 en una vecindad deyentonces se dice quéx) es una
funcion Lipschitz en esa vecindad.
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Definicion A15.[46] (Funcion uniformemente Lipschitz) Considere una funcinxj con f:
R x R" — R". Si satisface:

1f(t,x) — Ft,y)ll <Llx=y] (A.2)

para todo(t,x) y (t,y) y alguna constante i 0 en una vecindad déo, Xp) entonces se dice que
f(t,x) es una funcién uniformemente Lipschitz respecto de la variable x en esa vecindad.

Definicion A16.[46] (Sistema autonomo) Un sistema dindmico es autbnomo si esta representa-
do por una o varias ecuaciones diferenciales ordinarias autbnomas o no forzadas de la forma:

x= f(X) (A.3)
donde f: D — R" es una funcién localmente Lipschitz ereR".

Definicion A17.[46] (Punto de equilibrio) Un punto de equilibrio de_(A.3) se define como cual-
quier vectorx tal que f(X) = 0 para (A.3).

Definicion A18.[46] (Estabilidad) El punto de equilibrio x de A.3 es:

» Estable, si para cadas > 0 existe unds(&s) > 0 tal que:

IX(0)]] < 8 = [Ix(1)]| < &s,¥t > 0. (A.4)

» |nestable si no es estable.

= Asintéticamente estable si es estabbg puede ser elegido tal que

IX(0)|| < 65:>tli_>n;|°x(t) =0. (A.5)

Definicion A19.[46] (Sistema No Autbnomo) Un sistema dinamico es no autdbnomo si esta re-
presentado por una o varias ecuaciones diferenciales ordinarias no autbnomas o forzadas de la
forma:

x= f(t,x) (A.6)

donde f: [0,0) x D — R" es una funcién continua por pedazos en t y uniformemente Lipschitz
en x y De R" es un dominio que contiene al origen.

Definicion A20.[46] (Estabilidad Uniforme) Las soluciones de (A.6) son:

= Uniformemente acotadas, si existe una constante posiigaeno depende dg,ty para
cada g € (0,cs) existe un b= bs(a)s > 0 que no depende degtal que:

IX(to) || < as=||x(t)]| < bs, ¥Vt >1tg > 0. (A.7)

» Globalmente uniformemente acotadag SilA.7) se cumple pabarariamente grande.
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= Uniformemente Ulteriormente Acotadas con cota ulterigisidexisten constantes posi-
tivas d y ¢ independientes de ty para cada g € (0,cs) existe un = T(as,ds) > 0
independiente de tal que:

X(to)[| < as = [IX(t)[| < ds, ¥t > to+Ts. (A.8)

» Globalmente Uniformemente Ulteriormente Acotadat si (8e83umple para garbitra-
riamente grande.

B. Teoremas

Teorema B1.[46] Sea x= 0 un punto de equilibrio pard (Al3) y VR" — R una funcién conti-
nuamente diferenciable tal que:

= V(0)=0
= V(X) > 0,¥X£0
= X = o0 = V(x) > e
= V(X) <0,¥x#0
entonces x= 0 es globalmente asintéticamente estable.

Teorema B2.[46] Sea DC R" un conjunto que incluye al origen y V[0,) x D — R una
funcién continuamente diferenciable tal que:

az([Ix]) <V (t,x) < oz([|x]}) (A.9)
ov oV

— + — < — > Us > .
o e T3 < WO,V > s >0 (A10)

vt > 0y Vvx € D, dondea; y a2 son funciones clas& y W es una funcion positiva definida.
Tome un g > Otal queB,,(0) C D y suponga que:

bs < 05 1 (ax(rs)) (A.11)

entonces existe una funcidh clase X £ y para cada condicion inicial ftg) que satisface
IX(to) || < &, (a1(rs)) existe un Tx(to), ks) > O tal que la solucién de(AL6) satisface:

IX(t)[| < Bs(IIx(to)[l,t —to),¥to <t <to+Ts (A.12)
IX(t)]| < o H(az(ps)), ¥t > to+ T (A.13)

y por tanto las soluciones del sisterha (A.6) son Uniformemente Ulteriormente Acotadas con cota
ulterior ds = a; *(02(s)). SiD=R"ya; es clasek, entonced(A12) Y{AIL3) se cumplen para
cualquier condicion inicial sin restriccion sobre que tan grande g por tanto las soluciones

del sistema (Al6) son Globalmente Uniformemente Ulteriormente Acotadas con cota ulierior d
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